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THONG TIN TAC GIA

A. Tac gia ciia gido trinh: Ly thuyét dao dong

1.

GS.TS Nguyén Thiic An

PGS.TS Nguyén Pinh Chiéu

PGS.TS Khong Doén Pién

SNk LD

Nam sinh: 25/02/1939 ,

Nguyén quan: Xa Tdo Duong van, huyén Ung hoa, Ha noi
Tra quan: Phong 101 nha 9 tap thé truong Dai hoc Thuy
loi

Dién Thoai: 04.38533673

Co quan cong tac: Dai hoc Thuy loi

Nam sinh: 19/9/1946

Nguyén quan: Xa Yén Nam huyén Duy Tién tinh Ha nam
Tra quan: 515 Nguyen Tam Trinh quan Hai Ba trung, Ha
noi

Dién Thoai: 04.36241860

Co quan cong tac: Dai hoc Thuy loi

Nim sinh: 08/10/1946

Nguyén quin: Phuong Bach hac thanh phd Viét tri, tinh
Pha tho

Tri quén: Tap thé trudng Dai hoc Thuy loi, Péng Da,
Ha ndi

DPién Thoai: 38528515

Co quan cong tac: Dai hoc Thuy loi

. Pham vi va d6i twong sir dung:
1.

Nganh hoc: K¥ thuat cong trinh, Cong ngh¢ ky thuat xay dung, Thuy dién va
nang lugng tai tao, Ky thuat tai nguyén nudc, Ky thuat co khi, Thuy van, Ky
thuét bo bién.

Truong hoc: Pai hoc Thuy loi

Tir khéa: Co hoc, Co ly thuyét.

Yéu ciu kién thirc: Todn cao cap

S6 1an xuat ban: 01

Nha xuit ban: NXB Xdy dung



LOI NOI PAU

Trong hon 40 nim qua, gido trinh Co hoc 1y thuyét ding dé giang day va hoc tap
& Truong Pai hoc Thuy loi dwoc bién soan nhidu lan. Chat lugng ban in & ting thoi ky
¢6 khac nhau, nhung noi dung van dam bao cho giang day va hoc tap, ddp tng yéu cau
cua dao tao va chuong trinh khung cta Hoi déng Nganh Co hoc cta B9 Pai hoc va
Trung hoc chuyén nghi¢p trude day, nay 1a B§ Gido duc va Bao tao.

Lan in nim 1977, chuong trinh c6 tdi hon 20 chuong, nhiéu nim lién sinh vién &
Truong Pai hoc Thuy loi duoc hoc theo chuong trinh ddy di d6. Qua nhiéu lan cai
cach, chuong trinh bj riit bot va gan day theo chwong trinh khung ctia Hoi dong Nganh
Xay dyng, khoéng con day cic ndi dung: Chuyén dong ciia vat rin c6 mot diém cb
dinh, chuyén dong cua vat ran tu do, Hop chuyén dong cua vat ran, dong luc hoc vat
ran, ly thuyét va cham, ... va rit gon cdch trinh bay phﬁn Tinh hoc.

Dé thuén tién cho sinh vién c6 nguyén vong hoc ddy du va nang cao, dong thoi
dap g yéu cau cua tinh hinh méi, ching t6i bién soan lai gido trinh Co hoc 1y thuyét,
trong d6 c6 cdc chuong hién khong c6 trong chuong trinh khung (nhu Chwong V phéan
thir 2 va Phan phu luc), vi theo ching tdi, ¢6 nhu vay chwong trinh méi day du. Cach
sap xép cdc phan ciing khong ddp ng dugc cho tat ca cdc nganh, ching t6i chia theo
chuong trinh hoc ctia nganh hoc diy du nhat.

Phén cong trach nhiém viét cac phan nhu sau:

- PGS. TS Khong Doan Dién viét cac Chwong: I, II, Il phan thir nhdt; Phan mé
dau, Chwong 1, II, III, IV phan thir hai va cing GS Nguyén Thic An viét
Churong II phan Mét vai Nguyén 1y Co hoc.

- PGS. TS Nguyén Binh Chiéu viét Chuong V phan thir hai; Chwong 1, II phin
thit ba va Chirong I, Il phan phu luc.

- GS. TS Nguyén Thiic An viét Chwong I va cing PGS Khong Dodn Pién viét
Churong II phan Mét vai Nguyén Iy Co hoc; Chwong II phdn phu luc.

Tap thé tac gia chan thanh cam on GS. TSKH Nguyén Pong Anh va GS. TS
Nguyén Vin Phé vé nhitng y kién déng gép quy bdu trong qud trinh bién soan gido
trinh nay.

Chung t6i rit mong nhan dugc gép y cta cdc dong nghiép va ngudi hoc. Cam on
Th.S Nguyén Ngoc Huyén vi su déng gép cong stic vao hinh thirc thé hién gido trinh
nay.

Xin chan thanh cam on.

Ha No¢i, thang 4 nam 2007
Céc tac gia



MO DAU

Co hoc ly thuyét 1a mot trong nhitng mon hoc co s¢ cua Khoa hoc k¥ thuat hién
dai, n6 12 Khoa hoc nghién ctru cdc quy luat tong quét vé su chuyén dong va su cin
bang chuyén dong cua cic vat thé.

Trong Co hoc 1y thuyét, ta hiéu chuyén dong l1a sy thay doi vi tri cua céc vat thé
trong khong gian theo thoi gian, con vat thé duge biéu dién dudi dang mo hinh 1a chét
diém va co hé.

Co hoc 1y thuyét duoc xay dung theo phwong phdp tién dé, tic 1a dua vio mot sb
kh4i niém co ban va hé tién dé cua Niuton, bang suy dién todn hoc 16gic ma suy ra céc
két qua. Ngudi ta goi d6 12 Co hoc ¢b dién hay Co hoc Niuton, né nghién ciru chuyén
dong voi van tde nho so véi van toc 4nh sdng cta nhitng vat thé vi mo, tic 1a vat thé
¢6 kich thude 16n hon kich thude cia mot nguyén tir rat nhiéu.

Trén co s& nhitng bai todn duoc nghién ciru, Co hoc 1y thuyét dugc chia ra 1am ba
phﬁn: Tinh hoc, Pong hoc va Bong luc hoc.

Phan tinh hoc, nghién clru trang thdi cin bang cua vat ran dudi tdc dung cua cic
luc dat Ién vat do.

Phan dong hoc khao st chuyén dong ciia chat diém hay vat ran vé phuong dién
hinh hoc ma khong xét dén nguyén nhan giy ra chuyén dong.

Phan dong luc hoc nghién ctiru quy luat chuyén dong cua chit diém va co hé dudi
tac dung cua luc.

Co hoc 1y thuyét ¢6 vai trd va ¥ nghia rat 16n. N6 khong chi 13 co sé khoa hoc cua
nhiéu linh vuc Khoa hoc ky thuat hién dai, ma nhitng quy luat va phuong phép nghién
ctru ctia co hoc 1y thuyét cho phép ta tim hiéu va giai thich cic hién twong tu nhién cua
thé gi6i xung quanh ta. Pdi véi cdc Trudng Pai hoc k¥ thuat néi chung va Trudng Pai
hoc Thuy 1oi néi riéng, Co hoc 1y thuyét 12 mén hoc rit quan trong né 1a co sé cho
nhiéu mén hoc khic, nhu Stc bén vat liéu, Nguyén 1y méy, Thuy luc, Bé tong cbt
thép, Thuy nang, Thi cong, ....

pé hoc tdt mén hoc, can phai nam dugc co s¢ cua gidi tich todn hoc, hinh hoc gidi
tich, Pai s6 cao cép, phuong phdp vi phan. Ngoai ra, nhimng kién thirc vé hinh hoc va
dai s6 so cap, vé luong gidc thi phai nam that ving.

Lich str phat trién ctia Co hoc 1y thuyét gin lién v6i véi sy phat trién cua san xudt,
d6 1a ca mot qua trinh rat 1au dai.

Tir xa xua, dé xay dung nhimng cong trinh vi dai nhu Kim ty thdp Ai cip, nguoi ta
da ding nhitng kinh nghiém tich litly vé co hoc dé chuyén chd hay dua vat ning 1én



cao bang nhing céng cu don gian nhu: Xe truot, con lin don bay, mit phang nghiéng,
... Su chuyén tiép tir nhitng hiéu biét don thuan do kinh nghiém dan dén viéc thiét 1ap
nhitng quy ludt chung vé co hoc ddi hoi mot thoi gian dai tich luy dan nhiing tai liéu
thuc té phong phi do két qua quan sat, do kinh nghiém hoat dong san xuét ciia con
nguoi.

Nha thuy t6 Co hoc 1y thuyét (phan tinh hoc) 1a Acximét (287-212 TCN), da giai
quyét dugc nhiéu van dé co hoc nhu: Xét diéu kién cin bang cua don, xay dung 1y
thuyét vé trong tam, stc ddy clia nude 1én vat dit trong nude va nhiéu phat minh trong
k¥ thuat Quan sy.

Duéi thoi trung ¢6, co hoc cling nhu nhitng moén hoc khic déu bi dinh tré do sy
kim ham va sy théng tri ha khéc cua ché d6 phong kién than hoc.

Nha hoa si va nha Vat Iy hoc nguoi Y tén 1a Lé-6-na Povanhxi (1452-1513) 1a mot
trong nhitng ngudi du tién dung toan hoc trong co hoc. Ong di nghién ctru hién tuong
ma sit trong M4y, sy truot ciia vt trén mat phang nghiéng va dua ra khdi niém
momen cua luc.

Copécnich (1473-1543) da 1ap ra 1y thuyét “mat trdi 12 trung tim”, 14t d6 1y thuyét
“tr4i dat 12 trung tAm” déng gbp cho lich st phat trién cho lich sir co hoc.

Képle (1571-1630) tim ra ba dinh luat ndi tiéng vé su chuyén dong ctia cdc vi sao.

Galilé (1564-1642) da dua ra khai niém vé van tdc, gia téc va giai quyét chinh xdc
van dé chuyén dong cua vién dan, da dat nén moéng cho phﬁn dong luc hoc.

Nha Todn hoc va Co hoc nbi tiéng ngudi Anh l1a Ixac Niuton (1643-1727) da c6
cong 16n trong viéc xay dung hoan chinh co s¢ ctia Co hoc ¢ dién; trong d6, ong da
1ap ra nhitng dinh luat co ban va xudt phdt tir nhitng dinh luat nay 6ng di trinh bay
phan dong Iyc hoc mét cach c6 hé théng. Ngoai ra dng con tim ra dinh lut van vat hap
dan va 1a ngudi dau tién 1ap ra mén Co hoc cic vi sao.

Sau d6 nha todn hoc Ole (1707-1783) da dung giai tich dé nghién ctru co hoc mdt
cich triét dé hon, phuong phép nghién ciru co hoc bang giai tich duoc phat trién hon
nho cdc cong trinh nghién ctru ctia Lagrang (1736-1813).

Nha khoa hoc ngudi Phdp Paliambe (1717-1813) dua trén nguyén 1y di chuyén ao
ctia Bécnulli, da dua ra nguyén 1y noi tiéng mang tén ong.

Ngoai ra, cac nha khoa hoc Phap nhu Laplas, Podtxong va cdc nha khoa hoc Btic
nhu Gaoxo, Ecxo dd déng gép nhiéu cong trinh gid tri cho sy phét trién cua co hoc
giai tich.

Vo giita thé ky 19 do sy phdt trién nhanh chéng cua khoa hoc va ki thuat, dé dap
g yéu cau thyc dung, mén Co hoc két ciu ra doi.



Vio thé ky 20, do céng nghiép va nganh hang khong phat trién nén cic moén Pan
hoi, thuy khi dong lyc da c6 nhitng budc phét trién manh. Nha khoa hoc ngudi Nga
Jucdpski (1847-1921) 1a ngudi dau tién c6 nhing gia thiét tio bao vé nganh du hanh
vil tru va dugc coi 1a thuy t6 ctia nganh hang khong Nga.

Do nhiing thanh tyu sdng lan cta nganh Vat Iy vao nira thé ky 19, dau thé ky 20.
Moén Co hoc twong di ctia nha khoa hoc thién tai ngudi Puc 12 Anhxtanh ra doi, da
lam d4o 16n nhitng quy luat cia Co hoc cb dién, phu dinh khdi niém khong gian va
thoi gian tuyét ddi, khéi luong khong dbi, va mé ra cho Co hoc mét budc tién nhay
vot. Nhung van phai nhdn manh rang: Co hoc cb dién van khong mat y nghia vat ly
cua nd. Cic tinh todn trong k¥ thuat, trong thién van hoc van cin ¢t vao céc dinh luat
ctia co hoc ¢o dién. Tinh todn cho biét rang: Khi vét chat chuyén dong véi vén tdc gan
bang véan tdc 4nh sang (300.000 Km/s) thi nhimg két qua dat dugc trong co hoc ¢o
dién s& khdc so voi nhimg két qua dat dugc trong co hoc twong di.



PHAN THU NHAT: TINH HQC

Tinh hoc 14 phan dau cua gido trinh Co hoc 1y thuyét. Noi dung chu yéu cta phan
nay la khdo sét trang thdi can bang cta vat ran dudi tdc dung cua h¢ luc dat [én né.

Dé nghién ciru van dé nay ta s& giai quyét hai bai toan sau:
1. Thu gon hé luc dat 1én vat ran.

2. Tim di€u kién can bang cua h¢ lyc dat 1én vat ran.

CHUONG I: CAC KHAI NIEM CO BAN - HE TIEN PE TINH HOC -
LIEN KET VA PHAN LUC LIEN KET

1.1. Cac khai niém co ban

Trong tinh hoc c6 ba khai niém co ban la: Lyc, vat ran tuyét doi va trang thai can
bang cua vat ran.

1.1.1. Luc

Khdi quit héa nhitng kinh nghiém va thuc nghiém vé sy tic dung giita cdc vat thé,
nguoi ta xay dung duoc khéi niém luc.

Luyec la dai lwong dac trung cho su tdc dung twong hé gitta cdc vat thé.
Téc dung cua luc dugc dic trung boi ba yéu t:

e Diém dit luc: La phﬁn ttr vat chat thudc vat chiu tac dung, tai d6 tdc dung co hoc
ma ta néi dén dugc truyén sang vat ay.

e Phuong, chiéu tic dung ctia lyc.

e Cuong dd tdc dung cua luc (con goi la modun
cua luc). B

|

Don vi lyc thuong dung 1a niuton, va dugc ky hiéu
la N.

Tu ba yéu td dic trung cho lyc ta théy luc 1a mot dai
luong vécto, duge ky hiu F , hogc P, hodc R . Hinh 1-1

Vécto luc nhu trén la mot vécto budc.

Puong thang chira vécto luc goi 12 gid ciia lire hay dwong tdc dung ciia lyc.



1.1.2. Vit rin tuyét doi

Vit rdn tuyét doi la vt thé ma khodng cdch giita hai diém bat ky thudc vét khong
thay doi déi véi moi tdc dung co hoc.

Thudng trong thuc té, dudi tic dung co hoc, vat rin sé& bién dang, nhung ta vin goi
1a vat rin tuyét ddi vi hai 1y do sau:

— Bién dang xay ra & vat ran 1 bé, khong anh huong dén két qua tinh todn trong
k¥ thuat, sai s6 cho phép.

— Quan ni¢m nhu vay bai toan s€ don gian hon. Ttur day ve sau, ta goi vat ran tuyét
doi la vat ran, néu nhu khong néi gi thém.
1.1.3. Trang thai can bang cua vit ran

Vit rdn & trang thdi can bang 1 vt rdn dirng yén hay chuyén dong tinh tién thang
va déu so véi mot hé quy chiéu nao dé.

Trong tinh hoc, vat rin ¢ trang thdi cin bang 1a vat rdn dting yén so vdi hé quy
chiéu gan lién véi trdi dat.

Chuyén dong tinh tién théng va déu cua vat rin 1a chuyén dong ma moi diém thudc
vat déu chuyén dong thang vai van tdc khong doi.
1.1.4. Mot s6 dinh nghia khac

a. Hé lwe. Hé luc 1a tdp hop cdc lyc cing tdc dung 1én mét vit rdn.

Gia st vét rén chiu tic dung béi céc lyc: F,, F, , ..., F,, ta ky hiéu hé lyc téc dung lén

vt ran la: (E, 77;, ey Fn).

b. Hé lwe twong dwong. Hai hé luc dwoc goi la tiwong dwong véi nhau néu ching cé
cung tdc dung co hoc nhu nhau doi voi mot vdt ran.

Hai hé lyc (F,, F,, ... F,) va (B, P,. ..... P,) tuong duong véi nhau duoc ky hiéu nhu

sau: (E, FQ, T ) 2 (Pl, P,.., P

c. Hop lwe cia hé lwe. Hop luc cia hé lie la mét e duy nhdt twong dwong véi

hé lec dy. Goi R 1a hop lyc cia hé lyc (K. F,....F,) thi ta c6 thé viét

R N (fl F,, ..., F)



d. H¢ lyc can bing. Hé luc cin bang 1a hé lyc tic dung 1én vat rin ma khong lam
thay ddi trang thdi chuyén dong ma vat c6 duoc khi chua tic dung hé luc 4y. Gia sir hé

_

luc (Fl, 77;, vees Fn) tac dung 1én vat ran dung yén, vét ran van o trang thai dimg yén,

_

thi ta ta no1 ré’mg hé luc (Fl, 77;, ey Fn) can béng va ky hi¢u la: (fl, E, ey 77:) N 0.

H¢ luc can béng con duoc goi 1a hé luc twong duong véi khong.

e. H¢ quy chiéu. Trong Co hoc 1y thuyét dé khao sit chuyén dong cia vat thé, ta phai
so sdnh vi trf cia né voi vi tri ctia vat thé khdc ma ta coi né dang yén. Vat dung dé so
sdanh d6 goi 1a vat quy chiéu, va hé toa do gan véi vat quy chiéu goi 12 hé quy chiéu.
Thudng trong thyc té, ngudi ta chon hé toa do dé cic vudng gbéc gin lién véi trai dat
1am hé quy chiéu.

1.2. Hé tién @@ tinh hoc

Tién dé 1a m¢nh dé co ban phat biéu cong nhan tinh chat cua khai niém co ban, la
di€u hién nhién nhat ¢ thyc tién ki€ém nghiém ma rit ra duogc.

Dudéi day ta s€ lan luot trinh bay 5 tién dé, con lai tién dé 6 s& duogc néu ra & cudi
chuong nay. D6 1a hé tién dé tinh hoc, 1am co s& xdy dyng 1y luan cho ca phan tinh
hoc.

Tién dé 1. (Tién d& vé hai lyc cin bing)

Diéu kién can va du dé cho hé hai luc cing tdc dung lén mot vdt ran can bang la
chiing co cung gid, cung cwong do va nguoc chiéu nhau.

Ta c6 thé viét (F,, F,) o 0.

Hinh 1-2

Tién d€ 1 néu 1én mdt hé lyc can bang chuan, don gian nhat.

Tién dé 2 (Tién dé thém bét hé lyc can bang)



Tdc dung cua hé luc lén vat ran khong thay doi, —
néu ta thém vao hay bot di mot hé lwc can bdng.

Néu (B, P,..... B,) v 0 thi:

m

(F. B E)n (FoFov o s BBy B) F

Tur tién dé 2, ta ¢6 céc hé qua sau: Hinh 1-3

H¢ qua 1 (Pinh ly truot Iyc)

Tdc dung cua mot lyc dat lén vat ran khong thay doi, néu ta truot luc doc theo gid
cua no.

Chung minh: Gia st luc F téc dung Ién vat ran tai diém A. Goi B 1a mot diém
nam trén gid cua luc F thudc vt ran, ta thém vao tai B mot hé hai luc can bé.l’lg (Fl ,

E) " 0. Sao cho cung phuong véi luc F va tri s6 F; = F, = F. (hinh 1-3).

Theo tién dé 2 tac6 F O (F, F, F,) mat khic theo tién dé 1 thi (F, F,) &) 0
do d6, theo tién dé 2, ta b6t di hé lyc nay thi khong 1am thay d6i trang thdi chuyén
dong cua vat: Fw (F, fl, E) w E dat tai B.

T do ta suy ra dwoc rcfng vécto biéu dién luc tdc dung lén vat ran la mét vécto
truot.

H¢ qua 2

Néu mét hé luc dar 1én vat ran ma can bcfng thi mét lyc bat ky ld'y theo chiéu nguoc
lai sé la hop lyc cua hé lyc con lai.

Néu (F.F,....F,) 0 th -F v (F.F,...F)

Chimg minh: Gia st hé lyc (F,, Fy. ... F,) & 0

Téc dung 1én vat ran luc —Fl . Theo tién dé 2 ta tac dung thém mot h¢ luc can béng
da cho thi:

n

-F, v (-F.F.F, ... F,)
Vi h hai lye (—F, F,) 1a hé lyc can bing nén theo tién dé 2, ta bt di thi tic dung
1én hé khong thay d6i:

K (-F. K. F....F,) v (F.F. .. F,)  (dpem)

n

10



Tién dé 3 (Tién dé hinh binh hanh luc).

Hé hai lyc cung dat trén vat ran tai mét diém cé hop lyc dat tai diém chung d'y.
Vécto biéu dién hop luc la vécto dwong chéo cua hinh binh hanh ma hai canh la hai
vécto biéu dién hai lyc da cho (hinh 1-4).

Hinh 1-4 Hinh 1-5

Theo dinh nghia hop luc ciah¢ luctacé: R U» (E, Fz)

Theo tién d& ta c6: R = fl + Fz

Tir tién dé 3 ta c6 hé qua sau:

H¢ qua 1

Cé the phan tich mot lyc da cho thanh hai luc theo quy tic hinh binh hanh lyc.

Churng minh: Gia st luc F tic dung 1&n vat ran, ta thém vao d6 hé hai lyc cén

bang (fl, 77;) > 0. Theo tién dé 2 ta c6: F (F, E, Fz) (a)

Theo tién dé 3 ta c6: (F, Fl) w E (b)

Tu (a) va (b) ta co: Fw (E, ﬁ)

H¢ qua 2

Duoi tac dung cua mot lyc khdc khong thi vat ran khong o trang thdi can bcfng.

Churng minh: Gia st vat ran chiu tac dung boi lyc F khic khong. Theo hé qua 1
ta c6 thé phan tich Iyc F ra hai lyc thanh phan theo hai phuong khéc nhau:
F o (F.F)

Vi (Fl, Fz) khong thoa man tién dé 1, nén vat rin khong ¢ trang thdi cin bang.

H¢ qua 3 (Pinh Iy ba lyc phing cin bang)

Néu ba lyrc ciing nam trong mét mdt phang, khong song song ma can bang thi gid
cua chiing cat nhau tgi mot diém.

11



Chitng minh: Gia st vét rin & trang thai cAn bang dudi tdc dung cta hé ba luc cling

nam trong mot mit phang khong song song (fl, Fz, E) Goi A Ia giao diém hai gid

cua hai lyc F,, F,.Tadoihailyc F,, F, doc theo gid cua ching vé A. Theo tién dé 3

ta co:
(

Dodé: (F. F,. F) v (F.F)v»o

et
.\:fjj

) »n F dittai A,

b

Theo tién d& 1, F va 173 phai cung
gid, ma F dat tai A do d6 gié cua lyc 173
cling phai di qua A, suy ra rang: Gid cua
ba luc cit nhau tai mot diém.
Hinh 1-6
Chii y:
- Meénh dé ddo cta hé qua nay sé& khong diing.
- Hé qua nay duoc sir dung nhiéu trong khi giai quyét bai tap.

Hé qua 4 (Hop luc cta hé luc dong quy)

Hé luc dé‘ng quy co hop luc dat tai diém déng quy cua no. Vécto biéu dién hop lyc
bang téng hinh hoc cdc vécto biéu dién cdc luc da cho ciia hé.

—_

Chimg minh: Gia sit cho hé lyc dong quy (F., F,. ..... F, ) tic dung lén vat rén. Goi

O 1a diém ddng quy. Ta phai ching minh rang hé lyc d6 c6 hop luc R dat tai O voi:

R=F+F+.+F,=>F  (I-1
k=1

That vay, vi Fl va Fz c6 hop luc R

dt tai O theo tién dé 3: (Fl, E) W R

dat tai O,

—
=
S
aQ
g
El
!
=l
(o1
=
o
<
o/
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Tiép tuc hop lan luot véi E , Fs ... mQt cach tuong ty nhu trén, cudi clng ta s¢€ co:
(FoFornF) o (Rie &) R
Trong d6 R.-» dit tai O va R, = E + E +..t Fn_l

Do d6 R 1a hop luc cua hai lyc Ru va Fn cuing dat tai O, n6 chinh 1a hgp lyc cua

hé lyc ddéng quy di cho, cling dit tai O va:

dé la diéu can phdi chitng minh.

Két luan: Hé lyc dong quy téc dung 1én vat rin bao gio ciing c¢6 thé thu gon
vé mot luc duy nhét dat tai diém déng quy cua h¢.

Xdc dinh vécto biéu dién hop luc R:

- Phuong phép hinh hoc.

Gia sir cho hé lyc dong quy (. F,..... F,) tic

dung 1én vat ran trong dé nhitng vécto biéu dién cic
luc cua hé luc 1a cac vécto da biét.

Theo dinh ly trén ta co:
R=F+F,+..+F, +..+F,

Dé xdc dinh vécto R, ta c6 thé st dung phép cOng Hinh 1-8
vécto cua hinh hoc giai tich. Trude hét, ta chon mot
diém cb dinh O, nao do, roi 1an luot dung céc vécto @zfl, AB = E, BC =f3,
... MN =F, . Khi d6, vécto O,N = F, 1a vécto biéu dién hop luc R cin tim (hinh 1-
8).

Da gidc O;ABC...MN dugc goi la da gidc luc ctua hé lyc da cho.

Viy dé xic dinh vécto R, trwéc hét ta dung da gidc luc ctua hé lyc. Vécto khép kin

da gidc luc cta hé luc chinh 12 véc to biéu dién hop luc R cAn tim. N6i chung, da gidc
luc 12 mot da gidc génh trong khong gian.

- Phuong phép giai tich.
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Pé xdc dinh véc to hop luc R bang phuong phdp giai tich, trudc hét ta chon hé truc
dé cdc vudng géc O;xyz. Sau do, chiéu (1-1) 1an lugt 1én céc truc toa dd, ta duoc:

R=X+X,+.+X, =) X,

k=1

R =Y +Y,+..+Y,=>Y, (1-2)

k=1

R =Z+Z,+.+2,=).7,

k=1

Trong do, Xy, Y, Zx (k=1,2, ..,n) la chiéu cua luc Fk 1én céc truc Ox, Oy, Oz. Tu

(1-2) ta xac dinh dugc phuong, chiéu va tri s6 cua R:

Trisd:  R=4(EX,)* +(ZY,)’ +(2Z,)’ (1-3)

Phuong chiéu: cos(ﬁ,f)zllix; cos(ﬁ,]):%; cos(R,k)z% (1-4)

Trong d6 i, j, k 1a cac vécto don vi trén céc tryc toa do.

O trén ta néu 1én duogc hai bai todn thu gon hé luc d@)ng quy vé mot luc duy nhét 1a
hop luc R va cdc phuong phdp dé xdc dinh vécto R biéu dién hop luc d6. Sau day ta
s& xét dac diém cua hé luc da cho khi vécto hop luc R cua hé triét tiéu.

Piéu kién cin bang cua hé lyc dong quy:

- Piéu kién can bang tong quat.

Diéu kién can va du dé hé luc dong quy cin bang 1a vécto hop luc cia hé luc triét
tiéu.

Hé lye dong quy (F,. Fy..... F,) &2 0 & R=Y F, =0 (1-5)

n

Chitng minh: Dé ching minh diéu nay, ta hiy dua ra hé lyc dd cho vé cap hai luc
roi sir dung diéu kién cin bang.

Tién dé 4 (Tién dé vé lyc tic dung va phan luc tdc dung)

Lyc tdc dung va phan luc tdc dung gitra hai vat la hai lyc co cung gid, cung cuwong
dé va nguoc chiéu nhau.

14



Hinh 1-9

Goi Fl , Fz 1a lyc do hai vat tdc dung 1€n nhau.
Theo tién dé 4 ta c6: Fl = —FZ va hai lyc Fl , Fz cung gid.

Chuy rﬁng lyc tidc dung va lyc phan tic dung dat vao hai vat khac nhau, cho nén hé

hai luc nay khong tao thanh h¢ lyc can bang.

Tién dé 5 (Tién dé hod ran)

Khi vt bién dang da can bang thi héa rdn lai né van can bang.

Chii y:

- Tién dé nay cho phép ta coi vét bién dang la vét ran can bang, suy ra diéu kién
can bang cua vat ran la di€u kién can (nhung khdng du) cua vat bién dang can
bang.

- Tién dé nay 1a co so dé giai quyét mot phan nhiing bai todn cin bang cta vat bién
dang.

Vi dy 1. Tdc dyng h¢ lyc (F,, F,) lén dau mit cia mot 1o xo (hinh 1-10) voi diéu

kién hai Iyc ndy cling gid va F, =—F, . Sau khi 10 xo da bién dang n6 & vi trf can bing.
Khi d6 ta c6 thé coi 10 xo nhu mot thanh cimg cin bang va ta c6: (Fl, E) w 0.

F F,
- NNVWWWWWWWWWWWWWWN——

Hinh 1-10

1.3. Lién két va phan luc lién két
Trong thyc té, ta thuong gip nhiing bai todn xét sy cAn bang khong phai ciia mot

vat riéng r€, ma la nhi€u vat c6 lién quan dén nhau. Vi the, ta phai dua vao khai niém
lién két va phan luc lién két.
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1.3.1. Mét sé dinh nghia

a. Vat rin tw do

Vat khong bi can tré chuyén dong, c6 thé chuyén dong theo moi phuong goi 12 vat rin
tu do. Trong thuc t€ khong ton tai vat ran tu do.

b. Vat rin khong tw do

Vit bi can tré chuyén dong goi 1a vat rin khong tu do, hay 1a vét chiu lién két.

c. Lién két

Lién két 12 nhitng diéu kién can tré chuyén dong cia vat.

Trong tinh hoc, ta chi khdo sat loai lién két duoc thuc hién béng su tiép xuc hinh
hoc gitra vat khdo sat va vat thé khéc, ma ta goi la lién két hinh hoc. Pong thoi ta cling
coi mit tiép xtc giita cac vat thé 1a nhan 1y tuong (bd qua ma sat).

d. Vat khao sat va vat gay lién két

Trong mdi bai todn cu thé, bao gid ta cling xét sy cin bang ciia mot vat thé nhat
dinh, vat d6 duogc goi 1a vat khao sat. Con céc vat thé khéc c6 lién két véi vat khao sat
thi goi 1a vat gy lién keét.

e. Luec lién két va phan lwe lién két

Nhirng dic trung tdc dung twong hd giita cdc vat c6 lién két voi nhau & chd tiép xiic
hinh hoc dugc goi 1a nhitng luc lién két.

Luc do vat khao sét tdc dung 1€n vat gy lién Kkét duogc goi la ap luc.

Luc do vat gay lién két tac dung 1én vat khao sat dugc goi 1a phan luc lién Kkét.

1.3.2. Céch tim phan lwc lién két

Pé tim phan luc lién két trong timg lién két cy thé, ngudi ta dua vao nhitng dic
tinh sau day cua phan lyc lién két:

— Phan luc lién két bao gio ciing dit vao vat khao sat, & chd tiép xic hinh hoc cta
né voi vat gay 1én lién két.

— Phan lyc lién két bao gid ciing cing phuong, nguoc chidu voi phuong, chiéu bi
can trd chuyén dong boi chinh lién két d6.

— Néu theo mot phwong nao d6, chuyén dong cia vat khao sat khong bi can tro thi
theo phuwong d6 khong c6 thanh phan cta phan luc lién két. Phan Iyc lién két vudng
g6c voi phuong dich chuyén ty do cta vat khao sat.

Nhitng diéu nay ludn ludn ding véi lién két nhitng vét rdn va bo qua ma sat. Tuy
ting diéu kién cy thé ma ta van dung dé xdc dinh phan luc lién két, chii yéu 12 phwong
va chi€u cua ching.
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1.3.3. Céc loai lién két co ban thuong gip
a. Loai I: Lién két tua

Bao gdém céc lién két tya di€ém nhon, lién ket tya duong, lién két tya mat va lién két
tua con lan.

1. Lién két tua diém nhon (hinh 1-11): Phan Iyc lién két hudng theo phdp tuyén

cia mt tiép xtic ctia vat khao sat véi diém nhon (Nc).

Hinh 1-11 Hinh 1-12

2. Lién két tua duong (hinh 1-12): Phan lyc lién két vudng gbc voi duong tya & chd
tiép xuc voi vat khao sat (ﬁg, Nc) .

3. Lién két tra mat (hinh 1-13): Phan luc lién két hudng theo phwong phép tuyén
chung cta mit tiép xdc cua vat khao sat va vat gdy lién két tai diém tiép xic

(¥).
4. Lién két tya con lan (hinh 1-14).: Phan lyc lién két vudng géc véi phuong dich

chuyén tu do cua vat khao sat (NK ) .

a)

Hinh 1-13 Hinh 1-14 Hinh 1-15
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b. Loai II: Lién két day mén (hinh 1-15a, b)

Phan lyuc lién két hudng doc day T,Ta,Ts.

c. Loai III: Lién két ban 1&

Lién két ban 1€ bao gom céc loai
lién két ban 1€ tua, lién két ban 1€ co1
va lién két ban 1€ cau.

—  Vat khao sit ¢6 chuyén dong
quay xung quanh truc ban 1&. Phan luc
do truc ban 1@ téc dung Ién vat chua xic
dinh nhung phan lyc niy s& nam trong N
mdt phing vudng géc véi tryc ban 1&.

Trong tinh to4n, Phan luc N dugc phén
tich thanh hai thanh phdn X va Y dat
tai mot diém trén truc ban 1&. Hinh v&
(hinh 1-16) mé ta két cAu va mo hinh cua ban 18 tru.

Hinh 1-16

— Lién két ban 18 cbi (hinh 1-17): Con c6 tn goi 1a lién két 6 chin, n6 khédc véi lién
két ban 18 tru & chd: doc theo truc 9, vat bi can tro chuyén dong theo mot phia, trén hinh 1-
17 1a phia dudi, nén chic chén phan lyc N c6 thanh phan X hudng 1én phia trén. Hai

thanh phan con lai cia phan Iyc N gidng nhu ¢ ban 1n tru (X , va Y).

— Ban 18 cau (hinh 1-18): Mot dau cua vat khao sat cé dang hinh cau duoc l@)ng
vao trong 0 ¢b dinh c¢6 dang hinh cu tim O. Vat khao sit c6 thé chuyén dong quay
xung quanh tim O. Phan luc cta 6 d& tic dung 1én vat khao sit di qua tim O nhung
chua xdc dinh hudng. Khi tinh todn ta thuong phan tich phan Iyc nay ra ba thanh phan

X,Y,Z vudng géc voi nhau.
d. Loai IV: Lién két thanh khong trong luong

Gia thiét rang thanh khong c6 trong lwong va trén thanh khong c6 luc nao tic dung,
ngoai céc lyc lién két ¢ hai ddu ciia né. Nhiing lién két & hai dau thanh thuong dugc
thyc hién nhd ban 18 cau
hay tua. Theo tién dé1,vi

thanh cin bang nén luc
lién két & hai du thanh s&

cung gid, d6 la duong

thang di qua hai dau cia a)

thanh. Nguoi ta quy udc

thanh chiu kéo néu céc luc Hinh 1-19
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tdc dung nhu hinh (1-19a) va thanh chiu nén néu luc tic dung nhu hinh (1-19b).

1.3.4. Tién dé giai phéng lién két

Céc tien dé 1, 2, 3 va 5 chi phét biéu cho vat rin tu do, con tién dé nay dat co so
cho viéc giai quyét nhitng bai toan vé vat rin khong tu do va dugc goi 1a Nguyén ly
giai phong lién két:

Vit rin khong tw do cdn bcfng cé thé coi la vt ran tw do can bdng néu thay cdc

lién két bang cdc phan lic lién két twong iing.

Vi du 2. Mot dam dugc giir ¢ trang thdi cAn bang nho soi ddy OK budc dam vio
tuong va lyc trén tudng va nén (hinh 1-20a).

Hinh 1-20

Vit khao sdt 12 dam AB cin bang. Ap dung tién dé giai phong lién két ta c6 thé coi
dam 1a vat ty do can bang, bang cdch bo di cic lién két: Day OK, nén va tudng, dong
thoi thay bang cédc phan luc lién két twong tng: T, Nk, Np. Trén hinh (1-20b) ta c6
dam AB cin bang, d6 1a vat tu do cin bang véi diéu kién cén bang 1a:

(P, T, NK,ND) w0

1.4. Momen cua luc

1.4.1. Mémen ciia lre dbi véi mot tAm

1.4.2.a. Dinh nghia

o m,(F)
Momen cua lyc F do6i voi mét tdm O, ky hicu Ia t

I o B
mo(F ), la mot véc to, dugc xdc dinh boi ba yéu to OW%
F

AN

sau: A

— Phuong cua ;10(?) la phuong vudng gbéc voi
7 . Hinh 1-21
mat phang chira tam O va lyc F'.
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— Chiéu cta mo(F) la chiéu ma ngudi quan sat nhin tir mit cia vécto mo (F |

xudng mit phang chira tim O va lyc F thay luc F lam vat ¢6 xu huéng quay quanh
tam O theo chiéu nguoc kim dong hé (hinh 1-21).

— Tri sb coa Mo (F) bﬁng tich tri s cua luc F va cénh tay don d (d 1a khoang céch
tr tam O dén gid cua luc F).
m, (F)= ‘%0 (F)‘ —Fd=25,,
Tur d6 ta c6 thé bicu dién:

mo(F )=FAF (1-9)
Trong d6 7 1a vécto biéu dién vi trf diém dit A cua luc F ddi vé6i tam O.

1.4.2.b. Tinh chat

— Mbmen ciaa mdt lyc d6i véi mot tam khong thay ddi, néu ta truot luc doc theo gia
ctia n6, vi khong 1am thay d6i tri s6 ciia luc, canh tay don ciing nhu hudng quay. (hinh 1-
22).

— Mbmen cia lyc d6i voi mot tim bang khong khi dudng tic dung cua lyc Ay di
qua tdm d6, vi khi ay canh tay don d = 0 (hinh 1-23).

Hinh 1-22 Hinh 1-23

1.4.2.c. Xac dinh mémen ciia lwe ddi voi mot tim bang giai tich
Chon hé truc Oxyz sao cho goc O tring véi tim 1y mdmen. Goi (X, v, z) 1a toa do
diém dat A cualyc F , goi X, Y, Z 1a chiéu ciia Iyc F 1én céc truc toa do, thi theo (1-9)

ta co:

~.]

e JE—

mo(F)zF/\Fz

h<"< .}
N &~ =

X
X



Khai trién dinh thiec, ta c6: mo (F) =(yZ-zY)i +(2X —=xZ) ] +(x¥Y — yX)k
Tu d6 rit ra gia tri chiéu cua mo (F) trén cac truc toa do:

ch, mo(F) = ;10(?) =yZ-zY
chy_mo(F) = %o(F) ‘=zX—xZ

L 4L y

ch, mo(F) :_;10(?) =xY —-yX

L - L -z

1.4.2. Mémen ciia lre ddi véi mét truc

1.4.2.a. Dinh nghia z
C6 mot luc F va mot truc z. Qua diém O trén truc z

\
\
ta dung mit phang m L z. Goi F’ 1a hinh chiéu cua F i
|

1én mit phang .

~_1 ® |
L /h m}: |
MoOmen cua lyc F doi voi truc z, ky hi¢u Ia o’

m, (F), 1a mot dai lugng dai sd, bing: m, (F)=1Fh, ) |

trong d6 h 1a khoang cach tir O téi gid cua F . Lay dau
(+) néu nhin tir mit cia tryc z xudng mit phing 7 thdy Hinh 1-24
F ¢6 xu huéng 1am cho vat quay ngugc chiéu kim

dong ho, va 1dy dau () trong truong hop nguoc lai.

1.4.2.b. Tinh chat

— Momen cua luc ddi véi truc khong ddi, néu ta truot luc doc theo gid cua nd, vi
khi truot luc F doc theo gid ctia n6, thi khong lam thay doi gid tri (tri s6) cla F/ cling
nhu chidu ciia F va khong lam thay déi gid trj cita khoang cdch h.

— Momen cta lyc F dbi véi truc z bang 0 khi luc F song song vai truc z hodc
gia cua luc F cét truc z. Vi néu Iuc F song song voi truc z thi F'=0 hodc néu gia
cua luc F cit truc zthih =0.

—_—

— Néu lyc F vudng géc véi truc z thi F = F’, do d6 ta c6: m, (F ) =xF.h
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Vi du 3. Tim mdémen cua luc F dbi vé6i cdc
truc toa dg, luc dat nhu hinh vé (hinh 1-25).

Bai gidi: _
— p F
Phan tich luc F thanh hai luc thanh . ///‘{
. . . , FAY /I y
phanla F. va F, c6 tri s0: F, = Fsina; F, X (2% —————— T
7 ol _
= Fcosa. // F,
Theo dinh nghia ta c6: < / a
m,(F)=F.a=Fsinaa Hinh 1-25

m,(F)==F.b=-Fsinab

—_—

mZ(F ) = Fy.a =Fcosa.a

1.4.2.c. Lién hé momen cua lyc doi voi mot tim va momen cuaa luc doi véi mot
truc di qua tam do

Su lién hé nay dugc biéu thi bang dinh 1y sau ddy, duoc goi 1a dinh 1y lién hé
momen.

a. Pinh ly

Chiéu vécto moémen cua mot lyc doi voi mot tam 1én truc di qua tam do bang moémen
cua lwc doi voi truc do.

Chtrng minh: C6 luc F biéu dién bing vécto AB va mot tim O bat ky. Qua tam

O dyng tryc z. Phai chirng minh rang: [n?o (F)} =m,, (F) .
Oz
Vécto mo (F) vudng géc véi mat phang ‘
AOB va c6 trj s6 bang: m,, (F) =2.8)15-
Mait khac theo hinh vé (hinh 1-26), ta cé6:
Mo, (F ) =F'd =28, () myF) \ B
L
_ 9\}\/// //////////,,

Goi v 1a géc giita mo (F ) va truc z, goi ot I

’

g6c nhi dién giita hai mat phang OAB va OA’B Hinh 1-26
thi ta c6 quan hé: y = o hoac y= 7 — o.. Hay n6i

céch khac ta c6: cosy=tcosa.
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Chiéu mo (F) Ién truc z ta cé:
[;10(?)} =28,,5-CO8Y =228, p.COSX (b)
0z

Do sy lién hé dién tich giita hai tam gidc: OAB va OA’B’ qua phép chiéu ta c6:

SoaAB-COSOL = TSoap

Vithé tir (b) tacs: | mio(F )| =#2.55,.0050 =225, (©)
Oz

Két hop hai déng thirc (a) va (c) ta c6: [1710 (F)J =m,, (F )
(1-10)

b. Cong thirc tinh momen cua lwe doi voi cac truc toa d

Rl

Theo dinh Iy trén, voi O la géc toa d¢ thi cic truc x, y, z déu di qua O, nén ta c6:
7)) =

o (F)], = mo(F)

(7)), = () ®

|

(7], = (F)
i J ok
Theo cong thtrc tinh mo (F) bang giai tich ta c6: mo (F) =FAF =| x y z
XY Z
Hay 1 mo(F )= (yZ = 2¥)d +(2X —xZ).j +(x¥ = yX).k (b)
z
So sanh (a) va (b) ta co:
— B
mOX(F)zyZ—zY -
. il Q- FX,Y.z)
Moy (F ) =2X —xZ (1-11) Ry y
mOZ(F)zxY—yX i, O i
X
Hinh 1-27

1.5. Ngiu lue

Trudce khi nghién ciru ngau lyc, ta hiy khao sat hé luc song song.

23



1.5.1. Hg¢ lyc song song
a. Dinh nghia
Hé lirc song song la hé lyc ma gid cia cdc lyc thanh phan song song véi nhau.

Trong thuc té, ta thudng gip nhiéu thi du vé hé luc song song nhu mot chiéc dam
c6 trong lugng la P dat trén hai géi tua A va B. Trén dam c6 dit hai tai trong P; va P,.
HE luc (;5, E, FQ, NA, NB) 1a hé luc song song dat 1én dam (hinh 1-28).

N, Ng

P b

Hinh 1-28
Dud¢i day ta gidi han chi xét hgp luc cua hai luc song song trong hai trudng hop.
b. Hop luwc cia hai lire song song cing chiéu
Gia sir vat ran chiu tdc dung cta hai lyc song song sting chiéu 17l va Fz dat tai A va
B. Bé tim hop luc cta hé luc (Fl, Fz) ta dua chiing vé hé luc dong quy bang cich dit vao

A va B h¢ Iyc can bing (7;, 7, ) <> 0. Nhur vay theo tién dé 2 ta c6:

—_— — — —

(F.F) v (R E.T,T,)

—_—

Theo tién dé 3: (E, Tl) (/3171; (E, T"z) W R

Dodé: (F.F) v (R.R,)

Truot hai luc E, 1?2 doc theo gid cua
ching vé diém O 12 giao diém cta hai gid cta
ching rdi phén tich ching ra thanh cdc thanh

3\ 3\ /
A A N o ,
phan nhu ban dau ta cé: T A/
(7?, 772') v 0 va hé lyc dong quy | =
i 1
(F.F) «» 0 v6i =T, T,=T,. F=F., ™

F,=F, nhung diém dit cua T, va T, ciing

nhu fl, 171, ... khdc nhau.

Hinh 1-29
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Theo tién dé 2 va tién dé 3 ta c6:
(F.BE)w (K E)v R
Vay R 1a hop lyc cia hé lyc (F, F, ).

Hopluc R c6trisé1a: R=F, + F, (1-12)

Phuong va chiéu cua lyc R cung phuong va chiéu cua cic luc F, F, . Dé xdc dinh

diém dat cua hop luc, ta truot luc R doc theo gid ctua né vé diém C nam trén doan
thang AB.

Xét hai cap tam gidc dong dang OAH va OAC, OKB va OCB ta cé:

CA AH T,
=TTl (a)
CO HO F
CO HO F

Chia déng thure (a) cho déng thuc (b) ta co:
CA_F, ©
CB F

Dua vao tinh chit cua ty 18 thuc ta c6:

cA_CB_4B
F F R

2 1

(1-13)

Vay hop luc ctia hai lyc song song cling chiéu 12 mot luc song song ciing chiéu véi
hai lyc d6, c6 tri s6 bang tdng tri sO cua hai luc va c6 diém dat 1a diém chia trong doan
thang noi hai diém cua hai lyc thanh nhitng doan ty 1¢ nghich véi tri s6 cta hai lyc.

¢. Hop hai luc song song nguge chiéu

Gia st vat ran chiu tic dung cua hai luc song song

ngugc chiéu Fl, E v6i gia thiét F; > F,. Truong hop

F, = F, ta s€ nghién ctru & phan sau.

Ta phéan tich E ra hai thanh phan R, E’ sao

cho F, dat tai B 1a diém dat cua F, vd F/=F,.

Vay (E,E) w (E,E’j’;) trong d6 hé (ﬁ;’j«i)m() Hinh 1-30
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Theo tién dé 2 ta c6: (E,E) U R. Viay R 1a hop luc cua hai lyc song song ngugc

chiéu fl, fl, ¢6 cling phuong chiéu véi luc E . Vé tri s6 cua hop luc duoc xdc dinh
theo cong thirc (1-12).

F,=R+F, hayla R=F, - F, (1-14)

Piém dit C cua hop luc xéc dinh theo cong thuc (1-13):

A_AB _CB . . — R
C—:—:C—. O day F, la hgp luc cua hai lyc: R, F, .
F,_ R F
A B AB
Tu d6 rit ra: C—=C—=— (1-15)
F, F R

Vay, hop hai luc song song cling chiéu 12 mét Iyc song song ciing chiéu véi luc c6
tri s6 16n hon, ¢6 tri s6 bang hiéu tri s6 cta hai luc thanh phan va cé diém dat 1a diém
chia ngoai (vé phia lyc c6 tri s6 16n) doan théng ndi hai diém dat cua hai luc thanh
nhiing doan ty 1€ nghich véi tri s6 cua hai luc.

1.5.2. Ngiu luc

a. Dinh nghia

Hé hai lyc song song, khdc gid, trdi chiéu cé tri s6 bang nhau goi la ngau lyc (hinh 1-
31).

Khoang cach gitra hai gid cua hai lyc dugc goi l1a canh
tay don, ky hiéu 1 d. Thuong ngudi ta trugt lyc cua ngau
luc doc theo gid cia né sao cho doan AB la canh tay don.

Ta c6 thé chimg minh dugc rang ngau luc khong phai 1a
hé lyc can bang va ngiu lyc khéng c6 hop luc.

, F
That vay, theo quy tac hgp hai lyc song song ngugc 1

Hinh 1-31

chiéu ta c6: R = F,—F, =0. Nhung fl, 17l khong cung gia
nén theo tién dé 1 hé Iyc (£, F, ) khong phai 1a h¢ lyc can bang.

Mat khéc, gia sit nghu (F,, F, ) c6 hop luc la R#0 thi hé ba lyc (£, F,, —R) 0.
Nhung diéu d6 khong ton tai vi F,+F,+(-R)#0 (do R#0 va F,=—F,). Do d6
ngau luc khong c¢6 hop luc.

b. Céc yéu td dic trung cho ngiu luc

Ngau lyc dugc dic trung boi ba yéu td sau:
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— Mt phang tic dung cta ngiu luc 1a mit phang chira cdc luc cta ngdu (hinh 1-
33).

Hinh 1-32 Hinh 1-33

Ngau luc 1am cho vt rin quay xung quanh truc vudng géc véi mit phang tic dung
ctia ngau lyc.

— Chiéu quay cua ngau lyc la chiéu cé xu hudng quay cua vat ran dudi tdc dung
cua ngau luc.

— Cudng d6 tic dung ctia ngiu lyc duoc biéu thi bang tich sb giita tri sé cua luc va
cénh tay don, goi la tri s6 mémen cua ng?lu lyc, ky hiéu 1a m hodc m(E,Fz) :
m= Fld

Theo hinh vé& ta c6: F,.d vé hinh thirc, bang hai 1an dién tich tam gidc ABC (hinh
1-33).

Do dé: m =F;.d =2.Sapc

Don vi tinh momen ngau 1a Nm.

c. Su twong dwong ciia cac ngiu luc
Pinh 1y 1
Hai ngdu lwc nam trong cung mot mdt phdng,
6 cing chiéu quay va tri s6 mémen bang nhau
thi twong dwong voi nhau.

Chirng minh:
— Trudng hop hai ngiu luc (E,f{) va

(FZ,FQ') khong song song.

Gia sir duong tic dung ciia céc lyc cit nhau
tai A, B, C, D. Ta trugt cdc lyc F,, F/ v& A va
C, sau d6 phan tich ching ra hai thanh phan Hinh 1-34

_— —

theo phuong AC va phuong cua luyc F,, F,
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(hinh 1-34). Tac6: F,=—F,, F,=—F,
Theo tién dé 1, hé luc (E,E’) can béng, con hé (E,E’) 1ap nén mot hé ngau luc
cling gi4 va cuing chiéu quay voi ngau luc (FZ,E') .

Viv: (F.F) o0 (FFFF) o (F.F)
Hay la: (F.F) v (F.F) (a)
Ta goi m;, m, va m; la tri s6 mémen ciia ba ngau (E,E’), (FZ,F;) va (E,E’) :

Tu hinh v€ ta cd:  my = 2.Sahc; myp = 2.Sakc (0 diy ta ky hiéu S 1a di¢n tich).

M2 Sanc = Sakc Vi hai tam gidc ¢6 ciing ddy AC va chiéu cao bang nhau (HK //
AQ).

Do d6: m; =my

Theo gia thiét m; = m, suy ra mp = mj.

Blét I'él’lgl m; = Fg.dz va ms = F3.d2

Do doé: Fzzi va FZ'=I7;

N6i cich khéc, c6 thé trugt Iuc E trung 1€n luc FZ va luc E’ trung 1€n luc FZ'

Vay:  (F.E)v (F.F)
(b)

So sénh (a) va (b) ta c6: (Fl, fl') w (77;, ITZ)

— Truodng hop hai ngiu luc (Fl, E’) va (E, 77;') c6 gid song song:

Ta lay ngau luc (E, F;) khong song song véi ngau luc di cho va ¢ ciing chiéu
quay, c6 cling tri sé mémen véi hai ngiu lyc dé.

Ap dung diéu vira chting minh ¢ trén ta c6:

(F.F) v (F.F): (E.F) o (F.E)

Suy ra: (E, E’) w (E,E’)

Tir dinh 1y trén ta c6 thé rit ra cdc hé qua sau dy:

H¢ qua 1
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Tdc dung cua mot ngdau luc lén vat ran khong phu thuoc vao vi tri cua ngau lyc
trong mat phang cua no.

Hé qua 2
Cdc ngau lyc da cho co thé dwa vé cing mot cdanh tay don hay co thé lam cho
nhitng lyc cua chiing co tri s6 momen va chiéu quay cua cdc ngau lyc khong doi.

Pinh 1y 1 xét sy tuong duwong cta hai ngau lyc ¢6 cing mit phang tic dung. Pinh
ly 2 dudi day xét sy twong duong cua hai ngau lyc trong khong gian.

Dinh 1y 2
Mot ngau luc c6 thé doi trong khong = P -
gian t&i mot mdt phang bat ky song song vdi B F, c

mdt phang tdc dung ciia ngau luc ma khong [ =/
lam thay doi tdc dung ciia nd 1én vdt rdn. } Fry [ —=
A O FZ
, . [
Chung minh: -
F P F,
Gia st ngau lyc da cho lé:(F JF ') niam

trong mit phang R. Muén chimg minh dinh
ly trén, ta phai ching to ring c¢6 mot ngau

Hinh 1-35

luc (E,E’) trén mit phang Q song song voi

R, ma néu doi (F,?) song song tr R sang Q thi né hoan toan trung v4i ngau
(F.7).

Trén mit phang Q ta ldy doan thang CD song song va bang doan thang AB trén
mat phang R. T& gidc ABCD Ia hinh binh hanh. Goi O 1a giao diém cta hai dudng

chéo. Tai C va diém D ta dat hai h¢ lyc can bang: (F/.F,) ¢ 0va (F.F,) ¢ 0 sa0

cho céc tri s6 luc nay bang trj sé luc F va ching déu song song véi luc F (hinh 1-
36).

_— — — — — ——

(a)
Mat khdc ta lai c6: (F’, F;) o> P dit tai O, ma P’ = 2.F

(F.F,) v P dattai O, maP=2F

Do d6: (F.F.F.F.F.F,) < (F.F.P.P) (b)
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Nhin trén hinh v& va két qua thu duoc tacé: F =—P
Do d6 theo tién d& 1 thi: (P, P") & 0.
Suy ra: (E,E’) w (E,E’,T’,F’)
()
Kéthop (a), (b) va () taco: (F.F) & (F.F)

Vay ngau lyc (FF) tuong duong voi ngau luc (EE’) gidng hét n6 dat & mit
phang song song v4i mit phing tac dung ctia né, hay c6 thé néi cach khic, doi (F,?)

dén mat phing song song voi mat phang tic dung cua né thi tic dung cta né 1én vat rin
khong thay doi.

Tir dinh 1y nay c6 thé rit ra hé qua sau:

H¢ qua

Tdc dung cua mot ngcfu lyc 1én vt ran khong phu thuoc vao vi tri mat phcfng tdac
dung cua no, ma chi phy thugc vao phwong phdp tuyén cua mat phang tdac dung, chiéu
quay va tri s0 momen ngadu luc.

Pinh 1y 3

Tong momen cdc luc cua ngdu doi voi mot tam bat ky
khong phu thuoc vao vi tri cua tdm doé, va bang mdémen cua
ngau do.

That vay:

EO(F)+;10(F'):?AI7+F'/\F' =FAF —-FAF
_(F-F)AF =BANF =m(F.F)

Vay: ;10(F)+;10(?)=;1(F,F)
(1-16)

Két hop ba dinh 1y va cdc hé qua trén, ta dua vao khai niém méi sau day dé xét
ngau lyc mot cach thyuc tién hon va cd dong dinh ly twong duong ngau.
Vécto moémen ngéu luc

Tt hai dinh 1y trén va cdc hé qua cua chiing, ta thiay rang tic dung cua mot ngau
lyc 1én vat ran dugc xdc dinh boi ba yéu to: Tri s6 mémen ngau lyc, chi€éu quay cua
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ngau lyc va phuong phép tuyén ctia mit phing tic dung. Ta c6 thé biéu thi tic dung

ctia ngau luc bang mot vécto mémen ngau luc, ky hiéu 1a m hay %(F,F’) .

Vécto mdémen ngau lyc duoc xdc dinh boi ba yéu t6 sau day:
— C6 phuong 14 phuong phdp tuyén ctia mit phang tic dung.

— C6 chiéu sao cho ngudi quan st dimg doc theo vécto moémen, nhin tir mit vécto
mdmen xudng mit phang tic dung ctia ngau lyc, thdy ngiu luc ¢6 xu hudng lam cho
vat quay theo chiéu nguoc chiéu kim dong ho (hinh 1-37).

— Trj sb béng tri s6 momen ngau lyc: m=F.d = 2.Sa5¢
Tt dinh nghia trén ta c6 thé biéu dién mdmen ng?iu Iuc nhu sau:
n(F.F)=BANF = ABAF
(1-17)

m

F

Hinh 1-37

Chu y
a. Sau khi biéu dién ngau luc biang vécto mémen ngau luc, ta c6 thé phét biéu dinh
ly twong duong ngdu lyc dudi dang tong quat hon.

Hai ngau lyc c6 vécto momen bang nhau thi twong dwong voi nhau.

b. Ta thdy rang vécto mdémen ngau luc ¢ thé dit bat ky trong khong gian, do d6 né
1a vécto tw do. Vécto ty do 1a vécto van giit duoc tinh chat vat Iy ctia né khi thay do6i
diém dat dén mot diém bat ky trong khong gian.

Viy vécto mdmen ngﬁu Iuc 1a vécto tu do, khac vdi véc to luc 1a vécto truot.
1.5.3. Hop ngiu lyc

a. DPinh ly

Hop hai ngau lyc nam trong hai mat phang cat nhau thi dwoc mot ngau lyc co
vécto momen bang tong vécto momen cua hai ngau luc da cho.
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Chtimg minh: Gid sir ¢6 hai ngau luc
E(E,E’) va m—z(E,F;) nam trong hai mat
phing giao nhau P; va P,. Gia thiét rang hai
ngau d6 c6 chung cinh tay don 1a AB nam trén
giao tuyén cta hai mat phang ma khéng mat
tong qudt, vi theo dinh 1y tuong dwong ngau va
cic hé qua, ta c6 thé dua hai ngiu trén hai mit
phang veé vi trf nhu thé duogc.

b. Ta chimg minh riang: Hop hai ngau luc
noi ¢ trén 1la mot ng?lu Iuc:

R —

Ta co: (E’E) W RvaF+F =R Hinh 1-38
(F.F) v R F+F=F
Hai vécto R va R dit tai A va B 1a hai luc song song nguoc chiéu c¢6 cling tri sd

nén hé (ﬁ, E’) 12 mot ngau luc.
Viy: (R.F.F.F) v (R.K)
Hay 12 hop hai ngiu lyc da cho dugc mot ngiu luc tong hop.
¢. Ta con ching minh: E(E,E’) + ;1;(77;,77;) = M(ﬁ,ﬁ')
That vay:
i = BANT + BANF, = BAA(F + F)

JENSEEEENG U —

=BAAR:M(E,E’)

Nhan xét:

— Tu dinh 1y trén, ¢6 thé hop nhiéu ngau lyc trong nhitng mit phing khong song
song, bang cdch cong timg cdp 1an luot, rdi cudi cling duge mot ngdu luc tong hop c6
vécto mdmen bang tong hinh hoc cdc vécto moémen cia cic ngau luc di cho. Va ta c6
dinh 1y tong quat sau: Hé ngau lyc tuong duong véi mot ngiu luc tong hop, c6 vécto
mdmen bang téng hinh hoc vécto mdémen cta nhitng ngau lyc thanh phan:

(Fl, E’; Fz, Fz';...; Fn, Fn') w (ﬁ,ﬁ')

ma M =m(R.R)=m (F.F)=Ym (1-18)
k=1 k=1
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— Trudng hop ngiu lyc thanh phan nim trén nhitng mat phing song song vdi nhau
thi theo dinh 1y twong duwong ngiu, ta dwa cdc ngiu d6 vé cling mot mit phang, céc
ngau lyc thanh phan cé vécto mdémen c6 ciing phuong 1a phuong vudng géc voi mat
phang chira cic ngau luc. Phép cong céc vécto mémen ngau chi 1a phép cong tic cdc
vécto cung phuong.

Diéu kién can bang ctia hé ngau lyc.
Pinh Iy

Diéu kién can va du dé hé ngau luc can bang la vécto momen cua ngau lyc tong
hop triét tiéu.

(my, M) O 0 &M= m =0 (1-19)

k=1

Churng minh:

— Piéu kién can: Hé ngau luc can bang thi vécto ctia ngiu lyc téng hop triét tidu.

Gia str mdmen ngau luc tong hop khic khong thi suy ra hé ngau lyc tuong duong
véi mot ngau lyc 1am cho vat ran chuyén dong quay. Diéu d6 sé trai voi gia thiét 1a he
ngau luc cin bang. Vay mdmen ctia ngau lyc tong hop phai triét tiéu.

— Piéu kién di: Momen cta ngiu lyc tdng hop triét tiéu thi hé ngiu luc cin bang.

Gia str hé ngau lyc khong can bang thi hé ngau luc d6 s& twong duong voi mot
ngiu luc c6 M # 0. Diéu d6 trdi v6i gia thiét 1a mdmen ngiu luc tong hop triét ticu.
Vay hé ngau lyc can bang.

Chd ¥ rang, khi hé ngiu luc cin bang thi da gidc mémen ngau luc tu khép kin.

ms3

Vi du 4. Trén ba dia tron A, B, C ¢6 ban kinh lan
luot 132 15cm, 10cm va Scm, dit cdc ngau luc c6 cic (2M DB
lyc tuong trng 1a 10N, 20N va P. Céc truc OA, OB va
OC ciing nam trong mot mit phing véi géc AOB = =
90°. X4c dinh trf sb cua luc P va g6c BOC =« dé cho
co cau trén cin bang.

Bai giai:

Goi m, la vécto mdOmen bi€u dién ngau lyc

Hinh 1-39

(ﬁ, F’) dat 1én dia C véi tri s6 momen:
m; = 2rc.P = 10P (N.cm)
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Goi ;1; 1a vécto mdmen biéu dién ngau lyc nam trén dia A c6 tri s6 mémen:
m, = 2r,.10 = 300 (N.cm)

Goi 51; 1a vécto mdmen biéu dién ngau luc nam trén dia B ¢6 tri s6 mémen 1a mj;:
m; = 2r5.20 = 400 (N.cm)

Piéu kién dé ba ngiu lyc cin bang la:

m +m, +m, =0 (1)

goi m=m, +m, thitac: m=.lm> +m’> =+/300° + 400> = 500 N.cm

Ta c6 thé viét dang thuc (1) dudi dang:
=0 )
Suy ra ta dugc: m; = m = 500 (N.cm) mat khic vi m; = 2rc.P = 10P nén ta cé:

_m 300 _ oy
2r. 10

Chiéu dang thtic (1) 1én phuong OB ta c6: m, —m, cos(x —a) =0

Vay cosa=-Ta =30 _ 4 ¢
m 500

Suy ra: o = arccos(—0,80) = 143°10".
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CHUONG II: HAI BAI TOAN CO BAN CUA TiNH HQC

2.1. Bai toan thu gon hé luc
2.1.1. Dinh ly doi lyc song song
a. Dinhly

Tdc dung cua mot lyc lén vdt ran khong thay doi, khi ta doi luc dy song song voi chinh
no den mot vi tri bat ky thugc vat va thém vao do ngau luc phu co mémen bang momen
cua lwc dat tai diem cii doi voi diem moi doi dén.

Mip(F)
Hinh 2-1
Churng minh:
Gia sur luc F dat 1én vat ran tai diém A thudc vat. Goi B 1a mot diém bat ky thudc
vat khong nam trén gid cua luc F . Ta thém vao tai B mot hé hai lyc can b'c"lng
(7', 7") v 0sao cho ‘7" =‘7‘

Theo tién d& 2 ta c6: F (F F, F”)

Vi F va F” tao thanh nglu lyc, tacé: F D [7;', ngau (75, 777')}

Saay m(F. F)=w(F)=m,(F)

Dinh ly da dugc chirng minh

Dinh 1y doi lyc song song 1a céng cu cha yéu dé thu gon hé lyc khong gian vé mot

tam O bat ky ma ta s& xét dén ¢ chuong nay.

b. Vidu

— Mot vat duoc treo & diém A thi can bang, %
nhung néu budc day treo & diém B thi vat s&

! : N
quay. Muon vat ¢ trang thai can bang, ta phai Hinh 2-2
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tac dung 1én vat mot ngau luc phu nhu hinh vé (hinh 2-2).

— MOt ngudi ganh hai vt ning nhu nhau. Néu vai nguoi dit & gitra don ganh thi
don nam ngang (cin bang). Néu dich vai vé mot phia (ganh kénh) thi phai ding tay vit
dau don ganh, tic 12 tic dung mot luc F déné hop véi mot luc tdc dung do vai nguoi

Ién don tao thanh ngﬁu lyc phu n6i trén (hinh 2-3).

A |F BF
a - ma A~ m
\_/m(F,F”)

2.1.2. Bai toan thu gon h¢ luc

a. Thu gon hé lyc vé mjt tam

—_—

—  Gid sir cho h¢ lyc khong gian (F, F,..... F,) bt ky
tic dung lén vat ran c6 kich thudc du 16n dit tai cac diém
Ay, A, ..., A,. Liy mot diém O bét ky thudc vat. Doi lan
luot céc luc F,, F,,.., F, vé& tam O, theo dinh ly doi luc
song song ta co:

R o [(FR). 7] véi (7. F)=m,(F)

Hinh 2-4

—_— _— —_—

E(/) [(77‘2” Fz”)’?‘zj vOi m(;:z" 752;’):”10(172)

Nhu vay sau khi doi tat ca cdc luc thudc hé vé tim O, ta duge mot hé luc dong quy
tai O 1a (ﬁ', F...., 77:') va mdt ngu [(7";, 41%"), (77;, 77;”),..., (77:, 77:')}, ngau nay c6

R)omo(F,). oo my(F)

mf)menlﬁnlucytléz ”70(1:1)’ mO(FZ), .y mO(F

nl:

H¢ lyc dong quy ( F. F..... F,) c6hop lycla R, dit tai O va c6 vécto biéu dién

duoc xdc dinh theo két qua & Chuong L.
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Vay: R,=)> F, (2-1)

k=

—_

R, bing tng hinh hoc cdc vécto bidu didn tit ca cc luc thanh phin cua hé luc
duoc goi la vécto chinh cua hé lyc khong gian.

Thu gon hé ngiu: [(ﬁ, ﬁ'), (77;, 77;”),... , (77:, 7’:’)} ta dugc mot ngau luc tong

—_—

hgp mé6i c6 mémen la M, voi:

M ,=m(F, F)+m(F, F))+.+m(F, F)

Vi E(Fk, Fk”)=ﬁ0( Fk) nén ta co:

Vay:  Mo=Y.m,(F)=YiAF, (2-2)

k= k=

—_
—_

ﬁa duoc goi 1a mémen chinh cua hé lyc khong gian, tai tam thu gon O. M o béng
téng hinh hoc mdmen cua tat ca céc luc thudc hé léy ddi voi tim O.
Két luan: Khi thu gon hé lyc khong gian vé mot tim, ta dugc mot lyc biéu dién bang
vécto chinh R o Vamot ngﬁu c¢6 mOémen béng momen chinh ﬁo cua hé luc do:

(F. B )0 (R, M)
b. Biéu thirc giai tich ciia vécto' chinh v mémen chinh

Biéu thirc giai tich cua vécto chinh R 0

R, =X, +X,+.+X, =) X,

k=1

Ry, =Y, +Y,+..+Y, =) Y,

k=1

Ry, =Z+Z,+.+Z,=)Z,

k=1
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Vi R, =J[§ij (30«5 23)

Pé xdc dinh huéng cua R o » ta dung biéu thirc cosin chi phuong:

— - R — + R — -\_R
)—R;; cos(RO, ]):R—‘O; cos(RO,k)zRO

(2-4)
Biéu thirc giai tich ciia moémen chinh:
Dé c6 biéu thirc gidi tich cua M 0> ta chiéu 1an luot (2-2) Ién cac truc toa do Ox,

Oy, Oz thu dugc:

M, =my, (AI;;) +my, (7:;) Ty, (E)
M, =m,, (71) +my, (7@) ot my, (7)
M, =m, (ﬁ) +my, (77;) +...+tmg, (77;)

Viy: M,, :me(ﬁ); MOy = gmoy (Fk)’ M, = Zm& (Fk.)

Do dé ta duoc:

T e T e S

Pé xdc dinh hudng cua M o> ta dung biéu thirc cosin chi phuong:

cos(ﬁo, 7) = A]\{IOX : cos(ﬁo, 7) = A;on : cos(ﬁo, F) = II“/I/IOZ (2-6)

o o o

Trong d6 i, j, k 1a cic vécto don vi trén cic truc toa d0 Oxyz; Xy, Yy, Z 1a chiéu

cua vécto 7”; 1€n cdc truc toa do con mOx( F, ), my, ( F, ), mp, ( Fk) la moémen cua luc
?7; ddi véi ba truc toa do.
2.1.3. Bién déi tam thu gon

a. Dinh 1y bién thién mémen chinh

Khi tam thu gon thay doi, mémen chinh sé thay déi mét lwong bang moémen ciia

vécto chinh dat tai tam cii lay doi voi tdm moi:
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A_jol _A_Io :%ol(Ro)

(2-7)
Chirng minh:
Gia st thu gon hé¢ luc vé tam O, ta dugc R o Va M o VOI:
Ry= X Fs M, =3 (7 A ) g
k=1 k=1

LAy mot diém O, bat ky thudc vét rin va goi O,A, = r.

Ta c6: Khi thu gon vé tim O, duoc két qua:

YéOl :kz_l‘,?/;

" (2)
S (00 )+ $(7 A F)

k=

Do d6 két hop (1), (2) va (3) ta c6:

M01=%01(§0)+ﬁ0 Hay ﬁol—ﬁ m. (R

o= My, ( Ro) 3)

—

b. Céc dai lwong bét bién

— BAt bién thr nhat: Khi thay ddi tam thu gon, vécto chinh ‘RO cua hé luc 1a mot
dai lugng khong ddi, d6 1a bat bién thi nhit cua hé luc khong gian:

R, = const

Hinh 2-6

— Bat bién thtr hai: Khi thay d6i tim thu gon, tich vé hudng giita vécto chinh va
momen chinh cta hé lyc 1a mot hang sd. D6 1a bét bién th hai ciia hé lyc khong gian:
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M_=R_.M_ =const

Ro 0 0, 0,
Churng minh:
That vay, xuét phét tir dinh 1y bién thién mémen chinh:

RS —

M,—-M,=m,(R,) (*)

2

Vi 7101 (ﬁO) L 7?0 nén chiéu dang thtc (*) 1én phuong cia ﬁo ta co:

M, cosp—M,cosp=0

Trong d6 ¢ va @ la géc hop gitta vécto M, va M, véi vécto R, (hodc R,,)

Do do ta c6: M, cos@, =M, cos @ = const (**)

Mit khéc ta ¢6: R, =R, nén nhan hai vé ctia dang thic (**) véi Ro va R, ta c6:
M, cos@.R, =M,cosp.R, = const

Suyra M,.R, =M ,.R,=const (2-8)
2.1.4. Cac trwong hop xay ra khi thu gon hé luc

Gia str thu gon hé luc vé tim O, ta duoc mot vécto chinh R o Va mot momen chinh
]\_IO. Sau day ta s€ khao sat cic truong hop s€ xay ra khi thu gon h¢ luc dya vao tinh
chét ctia bat bién tht hai: R,. M , = const .
a. H¢ luc thu vé mjt luc néu R, #0 vd Ro.M , =0.

- Néu ﬁo #£0, M, =0 thitacé ngay rang:

(F. Fy. F,) 0 (R, M) R, vi M, =0

Khi d6 R o, chinh Ia hop luc cua hé luc, dat tai O.

Suy ra rang: Tai diém dit ctia hop luc, mdémen chinh cta hé luc bang khong.

~ Néu R, #0, M,#0vd R,L M,:

Thay ﬁo bang ngiu luc(?o, ?O) trong do ?O dat 6 O va ?0 dat 6 C voi

diéu kién R, = R, =—R’, (hinh 2-7).
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Do d¢: (Fh Fz, ey F,,)m (jéo, Mo)(/) (jéo, E;o, ?o)mﬁ;o vi (jéo, ?0)(/7 0

Viy truong hop nay hé Iuc thu vé mot luc R, dat tai C & vé mot phia ciia O trén
doan OC vudng géc v6i mit phang chira ﬁa, MO sao cho nhin tir mudt ctia M xudng
thiy ?0 ¢6 xu hudng quay quanh O theo chiéu nguoc chiéu kim dong hd. Théng
thuong ta dung OC L R, va khi d6 ta c6:

M, =R,.0OC=R,0C

Suyra: OC = M,

0

T6m lai, ca hai truong hop néu ra & trén cho ta thdy: Khi R, #0 vd R,.M, =0
thi hé luc bao gid ciing thu gon duge vé mot luc duy nhét 1a hop luc ciia hé lyc. Tai
diém dit ciia hop lyc, mémen chinh cua hé lyc bang khong.

Khi hé luc ¢6 hop luc, ta c6 dinh 1y Varinhong:
Pinh ly Varinhong

Khi hé lyc c6 hop luc, momen cua hop luc doi véi mét tam (hay mot truc) nao do
bang tong mémen cia cdc liec thudc hé ldy doi véi ciing tam (hay truc) do.

n

Néu (F,F,...F,) o R thi:

: (2-9)
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Chimg minh: Gia sir hé luc da cho ¢6 hop luc 1a R dat tai diém C nao d6. Khi 4y
ta c6 ngay ﬁc =0. Goi O 1a tim thu gon ctia hé luc thi khi thu gon hé luc vé O ta

n n

duge Ry va Mo véi R,=Y F, va M, = mo(F,) @)

o
k=1 k=1

Ap dung dinh 1y bién thién moémen chinh d6i véi hai tdm thu gon 12 C va O ta c6:

—_— — — [

M,-M.=m,(R,)

Nhung vi ﬁc =0 nén M =4n70 (AI?) (b”)

o
Kéthop (@) va(b)tacs:  m,(R)= i%o (%)
k=1

Pé chimg minh dang thic (b) cia (2-9), ta chi can chiéu (a) ciia (2-9) 1én truc z di
qua O. Thay vay, ta c6:

[0 (R)], =m (R)= S o ()| =Soma (7)

< k=1

—_ — —_— —_

b. H¢ lyc thu vé mt ngiunéu R,.M ,=0 v6i R,=0, M, #0

That vay, vi: (F, F,. ... F,) &> (R,. M,) > Mo vi R,=0

n o

Viy truong hop hé luc thu vé mot ngdu c6 mémen bang M ,. Theo dinh Iy bién
thién momen chinh: ﬁm —ﬁo = ;101(730) =0 vi ﬁo =0 taco: ﬁm = ﬁo viO; la
mot diém bét ky thudc vat ran nén suy ra réng: Trong truong hop hé luc thu vé mot
ngau thi mémen chinh cua hé luc khong phu thudc vao tim thu gon, né khong doi dbi
véi bat ctr tam thu €on nao, va la mot bat bién cta hé luc.
c¢. He¢ lyc thu vé mét xoan néu ﬁo.ﬁo #0

Dinh nghia

Néu hé luc da cho sau khi thu gon vé tam O ma ﬁo song song voi Mo thi ta néi

hé lyc da cho thu vé mét xodn tai diém O.

Néu R, cung chi€u v6i M , ta c6 xodn thuan, nguoc lai ta c6 xoan nghich. Tryc

chta R o, vadi qua O duoc goi 12 truc trung tdm cia xodn hay 1a truc dinh c.

Néu ta c6 ﬁo.ﬁo #0: H¢ luc s€ thu vé mét xodn c6 truc trung tam di qua mot

diem O; nao d6 xac dinh.
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Thay vy, phan M , ra hai thanh phan: M, nim trén gid cia R, va M, L R,.
Ta thay Mz nam trén tryc x béng ngau (?0 ﬁo) nam o trong mat phéng yOz

(hinh 2-8) sao cho: R, = R, ==K, khi d6 vi (R,. R,) ¢» 0 nén ta cé:

(. Fyow F) > (Rye My M7,) N (R, My, Ry Ry) 0 (R M7,)

n

R, song song véi M, , vay hé luc da cho thu vé mot xodn tai diém O,
(ﬁ o1 M 01) trong d6 O, nam trén truc y cich gbc O mot khoang 1a:
M, M, sin
00, ==0 = Zo0%
RO RO

VA
ﬁo §01
AW M,
M
O} y
10 o,
M, }
X \
R'o

Truc trung tam

Hinh 2-8

Chd y rang vi ]\T(') song song vOi R, néntaco thé viét: Z\T(') = p.EOl =Mo

M

— o1

Vay: p=
ROl

p dugc goi 1a tham s6 dinh b¢ ciia xoan.
Mot didu can chi y nira 1a: Néu goi ¢ 12 géc 1ap giira R, va M , thi ta ¢6 hai truong

hop:

A T . N A
Néu 0< ¢ < By thi ta c6 xoan thudn.

1 < P .
Néu By < @ <7 thi ta ¢c6 xoan nghich.
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d. H¢ lyc da cho cin bang néu R, =0, M, =0. Ta s& khao sat ky trudng hop nay

O muc sau.

2.2. Diéu kién cin bang ciia hé luc tong quat

2.2.1. Diéu kién cin bang tong quat

Piéu kién can va di dé hé luc khong gian dat lén mot vat ran can bdng la vécto
chinh va mémen chinh ciia hé lyc doi véi mét tam thu gon nao do bdng khong.
S R, =0
(F, F,,... F) N0 3 |
MO = O

(2-10)

Chirng minh:
a. Diéeu kién can

Cho (F,. F,. ... F,) > 0. Chimg minh R, =0, M, =0.
Phan chung:

Gia st rang hé luc cin bang nhung ﬁo #0, ﬁo #(0 khi dé:
(F. F F)) oo (R, M)

Nhung ngau ﬁo khong cin bang duoc véi luc 730 do d6 (ﬁo, MO) # 0, nghia

12 h¢ lyc da cho khong cin bang, diéu d6 vo 1y. Vay khong c6 truong hop R, va M,
dong thoi khac khong.

Bay gio gia st R, #0, M, =0 hoac R, =0, M, #0 thi hé lyc thu vé mot luc
hodc mot ngau khac khong. Ca hai truong hop nay déu din dén hé luc da cho khong
can bang.

Tat ca nhitng truong hop ké trén déu dan dén két luan trdi voi gia thiét. Vay 1a vo
1y, va bét bupc ca R, va M , dong thoi phai triét tidu.

b. Piéu kién dii

Cho R, =0, M,=0.Chimg minh ( F, F,,.... F,) & 0. Thit vdy, vi R, thi hé

thu vé mot ngau c¢6 moémen 1la M o, nhung M , =0, vay hé lyc sé can bang theo diéu

kién can bang cua h¢ ngau.
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Viy R, =0, ﬁo =0 thi hé luc khéng gian cin bang.

2.2.2. Phwong trinh cin bing ciia h¢ luc khong gian

Xuit phat tir diéu kién cn bang tong quét ctia hé Iyc khong gian.

—_— J— —_—

(F. K. F,) 00 & R,=0,M,=0
ta suy ra: ‘ﬁo‘z\/(ZX,{)2+(ZY,€)2+(ZZ,€)2 =0
“ [ (] +[Em ()] +[Zm (R)] =

CF

Tt do6 ta co:

> X, =0 1)
Y. =0 (2)
Z, =0 3)
%mx@) =0 ) &1
> m,(F)=0 (5)
> m (F)=0 (6)

(2-11) 12 hé phuong trinh cin bang cta hé Iyc khong gian ¢ dang day di nhat.

2.2.3. Phuwong trinh cin bing cia mdt sé hé lwc dic biét

Chiing ta c6 thé thiét 1ap duoc phwong trinh cin bang cua céc hé luc dic biét nhu 1a
hé lyc dong quy, hé luc song song, hé luc phing, ... bang cdch suy truc tiép tir hé
phuong trinh cin bang cua hé lyc khoéng gian nhu sau:
a. Hé lwc ddng quy khong gian

Gia sir hé lyc dong quy di cho c6 tim dong quy 1a diém C. Khi d6, néu ta chon gbc
cua hé truc toa do xyz trung véi diém C thi cédc luc cia hé sé& c¢6 gia cit ca ba truc toa
dd, do d6 ba phuong trinh (4), (5), (6) s€ ty thod man. Vi vay, néu ta chon géc cua hé
truc toa do tai diém dong quy, hé lyc dong quy s& c6 ba phuong trinh cin bang nhu
sau:

> X, =0
DY, =0 (2-12)

>.Z,=0
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Chi §: Néu hé lyc dong quy phang thi ta chon mit phang xOy triing v6i mat phang hé
lyc 4y phuong trinh thir ba ctia (2-12) ty thoa mén va phuong trinh cAn bang ctia hé
luc ddng quy phing con 1a:

(2-13)

> X, =0
>%,=0
b. H¢ luc song song khong gian

Chon h¢ tryuc Oxyz sao cho tryc Oz song song vai gid cua cdc lyc thudc h¢. Khi do
phuong trinh (1), (2), va (6) cua hé (2-11) sé€ tu thoda man. Vay phuong trinh can béng
cua h¢ lyc song song khong gian la:

>'z,=0
> m
2

m

(F)= (5-14)
(7

Chi y: Truong hop hé lyc song song phang thi ta chon mit phang yOz trung véi

0
0

mat phéng cua h¢ luc, khi d6 thém phuong trinh thr ba cua (5-14) ty thod man, va
phuong trinh cin bang cia hé luc song song phang c6 dang:

>z,=0
Xom (F)=0

Trong d6 Oz song song véi gid cic luc, Ox vudng géc voi mit phang hé luc.

(2-15)

c. Hé luc phiang

Ta chon mat phéng toa do xOy nam trong mat phéng cua hé luc, con truc z thi
vuong gbéc voi mat phéng hé Iyc. Khi d6 phuong trinh (3), (4) va (5) ctia h¢ (2-11) s&
tu thoa man. Vay ta c6 phuong trinh cin bang cta hé luc phing nhu sau:

>7Z,=0
DY, =0 (2-16)
> m (F)=0
Chu y:
Khi 1ap phuong trinh cin bang trong céc bai todn cu thé can chi y rang: Néu hé dat
1én vat khao sit c6 cd luc va ngau thi trong cidc phuong trinh can bang dang chiéu s€

khong c6 madt cac lyc cuia ngau, con trong cdc phuong trinh cdn bang dang momen thi
c6 mat chiéu cua vécto mdmen ngau Ién truc tuong trng voi phuong trinh momen theo
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truc ma ta dang thiét 1ap. Piéu nay c6 thé giai thich dé dang bang cic kién thic da hoc
¢ Chuong L.

Vi du 1. Tai trong P treo tai nit A dugc giit cin bang nho soi ddy khong din AB va
hai thanh khéng trong lugng AC, AD gin ban 1& cdu ¢ A, C va D. Cdc géc cho trén
hinh v€, xdc dinh cic phan lyc tic dung Ién ban 1& cau A (hinh 2-9).

Bai giai:
Buwoc 1: Vat khao sat: Nut A.
Luyc tdc dung 1én nit A 1a luc p.
Phan luc lién két: T (cua ddy), Si, S» (cua hai thanh).
Nut A can béng dudi tdc dung cua h¢ lyc can béng: (13, T", §§,/§ 2) 0
Pay 1a hé luc dong quy khdng gian cin bang.

Buwéc 2: Chon hé truc toa do Exyz nhu hinh v&, hé phuong trinh cin bang la:

P
Hinh 2-9
sz =S,cosa—S,cosar=0 @
Y, =-Tsin -5 sina—S,sina=0 (2)
> Z, =—P+Tcos f=0 3)
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P
cosa

Phuong trinh (3) ¢6 anlaT: T =

Tu (1): S; =S, thay vao (2) taco: §, =S, = —EM
2 sinx

Buéc 3: Bién luan S; va S, mang du trir chimg to chiéu ddng cta Si, S» nguge
voi chiéu gia st trén hinh v&.

Vi du 2. Cho mdt dim ABD nim y

ngang, trén d6 tic dung ngiu
(P, P) vamétluc F nhu hinh v&. P B
Kich thudc cho trén hinh v&. Xdc Y° - Yo \(F
dinh phan luc ¢ ban 1& A va gbi tua Xa a B 45° «
A
B (hinh 2-10). -
( ) i
Bai giai: P
Vit khao sit: Ddm ABD can 2a a
bang.
Hinh 2-10
Luyc tac dung: (13, P ) va F.
Phan luc lién két: X 4, Y4, Ys.
Hé luc can béng: (13, P , YA, ?A, 173) w0
Hé phuong trinh cén bang:
D> X, =Fcos45’+X,=0 1)
DY, =—Fsin45"+Y, +Y, =0 2)
> m, (Fo)=Pa-F3asin45"+Y,2a=0 3)
Giairataco: X, =—F%; Y, :MT_H); Y, =ﬂ

Dau cua X, ching to chiéu ding cua X 4 nguogc chiéu trén hinh ve.

Vidu 3

Thanh giy khiic ACDE ¢6 ACD nam ngang va CDE thing dung. Thanh duogc giit
boi ban 1& ciu cb dinh A va c6 thé quay quanh ban 1é tru B. Tai E dugc gitt boi soi ddy

EK da néu ¢ trén. Thanh chiu tdc dung cua lyc théng ding P tai dau E va mot ngau
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luc nam ngang c6 moémen la m. Cho biét AC = 40cm, BC = 20cm, CD = 60cm, DE =
40cm, P = 10N, m = 60N.m, géc ACD = géc CDE = 90" va b6 qua trong lugng cua cdc
thanh. Xéc dinh c4c phan luc tai A, B va day EK.

Bai giai

1. Phén tich: Khao sit thanh giy khiic
ACDE chiu lién két ban 1& ciu ¢ A, ban 18 truc
& B va lién két diy mén & E.

Phan luc & A c6 ba thanh phﬁn h X 4o

Y, va Z, 6B c6 hai thanh phinla X , va

X ,.OEc6phan lyc dayla T .

Thay ngiu lyc biang vécto mdmen ngiu

hudng theo ED. P
H¢ tic dung lén thanh gdy khic can bang Hinh 2-11
la:
(X, V0 Z X, 2, T. F. )0
2. Ldp diéu kién can bang va gidi
Hé phuong trinh cén bang 1ap duoc 1a:
X =X,+X,-T=0 1)
QY =Y, =0 @)
Y7, =Z,+Z,-P=0 3)
> m (F,)=2,BC—-P.LCD=0 (4)
> m (F,)=P.AC-Z, AC-T.DE=0 (5)
> m (F)=m-X,BC+T.CD=0 (6)

Thay céc gia tri cua tai trong P va gid tri cud cac do dai da cho vao hé phuong trinh
trén roi gii ra ta dugc két qua:

Xa=—43N; Yo= 0;Zy =—-20N;
Xp =63N; Zg = 30N; T = 20N.

3. Nhdn xét két qua

49



Hinh chiéu cia X ,, Z, va T gia thiét nhu hinh v& Ia ding. Con X, va Z,

mang dau trir (<) chtng té chiéu cua X 4 Va Z , nguoc voi chiéu gia thiét trén hinh

veE.
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CHUONG III: MOT SO BAI TOAN PAC BIET CUA TINH HQC

3.1. Bai toan tinh dinh va bai toan siéu tinh

Trong mot sd bai todn tinh hoc, bao gid ta ciing thanh 1ap dugc mot sé phwong
trinh doc 1ap nhét dinh va phai tim mot s6 an doc lap nao d6. Néu sé phuong trinh lap
dugc nhiéu hon hodc ding bang sd 4n phai tim thi bai todn duoc goi 1a bai todn tinh
dinh. Nguoc lai, néu sé phuong trinh 1ap duoc it hon sé an s, khong du dé giai bai
todn thi bai todn dugc goi la bai toan sién tinh (hinh 3-1).

Hinh 3-1

Trong gido trinh nay, ta chi nghién clru cdc bai todn tinh dinh ma thdi. Con bai todn
si€u tinh thi s€ dugc nghién ctru & cac gido trinh khéc.

3.2. Bai toan can bang ctiia don va vat lat

3.2.1. Bai toan can bang ciia don

Pon phang 1a mot vat rin quay quanh mot truc cd
dinh chiu tdc dung cua hé luc nam trong mat phéng
vudng gbc voi truc quay cua vat (hinh 3-2). Phan luc ﬁo
cta truc quay tic dung Ién vat ciing nam trén mit phing hé
truc da noi & trén.

Khi d6 diéu kién can va du dé don can bang 1a hé luc
tdc dung 1én n6 can béng:

FR TR

E.E... F... E.R,] \”0 Hinh 3-2

1°

—_—

Pidu d6 c6 nghia 1a hé Iyc (F, F. ... F,) c6 hop luc R can bng véi phan lyc
R ,. Do d6 diém dit ciia hop luc R phai 12 O, hay néi céch khéc, gid cia R phai di

——

qua O va ta c6: EO(R ):0.

Theo dinh 1§ Varinhéng: m (f): ZE o (Fk)
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Vay ta c6: zao(ﬁ): 0

Hoic, néu goi Oz 1a truc quay cua vt thi ta c6: > m,, (E) =0. D6 1a diéu kién can

va du dé cho don can bang.

3.2.2. Bai toan cAn bing cia vat 1at

—_—

Khao sat vat rén (s) chiu tac dung cia hé lyc (F, F., ... F,. ... F,) va chiu lién két
tua voi miat tua cb dinh AB. Khi d6, vat ran con chiu tdc dung cua céc phan lyc R Ao

R, (hinh 3-3).

Khi (s) cAn bang, ta c¢6 hé luc phiang cin bang nhu trén hinh vé:

(B o By Ry Ry) 000

Vi nhitng sy thay d6i nhat dinh cta cac lyc di cho Fl E Fn, c6 thé xay ra
hién twong mat lién két tai mot trong hai diém tya A va B, nghia 12 hogc R, =0, hodc
EB =0. Khi d6 s& c6 hién twong mat cin bang va vat (s) s& trd thanh cdi don quay
duoc quanh B (néu R 4 =0) hoac quanh B (néu EB =0).

Vay diéu kién can bang cua vat (s) c6 thé 1at dugc viét nhu sau:

iEA (E:)= 0 (Vat khong 14t quanh A)
k=1

iEB (ﬁ): 0 (Vat khong lat quanh B)
k=1

Can ctr vao xu hudng lat cua vat quanh mét diém, nguoi ta phan cic luc da cho:

ﬁ, E,.., E,.., E ra thanh hai loai 1a Iyc 14t va luc gift, va goi té)ng momen cua tat
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ca cdc luc cua tung loai doi véi céc truc di qua diém tya va vudng géc voi mit phang hé
lyc 1an Iugt 1a mdémen 14t (My;) va moémen gitt (Mgz). Nhu the, diéu kién cin bang cua vat
lat c6 thé viet ¢ dang:

M,iz 2 My, (quanh diém tua con lai).

Vi du 1. Mot can truc dugc bat chit trén mot 6-td van tai. Trong lugng cua ddi
trong B 1a P, = 20KN. Trong luong ctia 6-td va can truc khong ké déi trong 1a P, =
20KN, dat tai diém C. Xéc dinh khoang cich ngén nhat DE gitra hai tryc cua banh xe
6t0, va tai trong P5 16n nhat ma can tryc c6 thé ning dé 6-td khong bi 1at khi c6 tai
trong cting nhu khi khong c6 ti trong vai cac kich thude cho trén hinh vé (hinh 3-4).

Bai giai
Khi khong c6 tai trong A, chi c6 ddi trong B thi cin ciu chi ¢6 kha ning lat quanh
E.

Diéu kién gidi han dé né khéng 14t quanh E 1

> mg, (F)=P2-P.(x-1,5=0 (1)

Khi c6 tai trong A va dbi trong B, v&i gid tri gidi han cua A, can truc chi c6 thé 14t
quanh D, diéu kién dé n6 khong 1at quanh D la:

> my, (F)=P4-P.1,5-P,.(x+2)=0 2)

Két hop hai phuong trinh (1) va (2) va thay cac gia tri cua Py va P, va, ta c6:

20.2-20.(x—1,5)=0 3)
P,.4—-20.(x+2)—20.1,5=0 (4)
T 3) tacé:  x = %&015 ~35m
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20.1,5+20.(3,5+2)

Thay gid tri nay vao (4) roi rit ra dugce: P, = =35KN

Vay vé6i gid tri gi6i han ctia Py = 35KN va DE = 3,5m thi ca O-td cin bang.
Néu P; > 35KN thi 6t0 bi 1at quanh D.

3.3. Bai toan can bang ctia hé vat ran phang

O céc phﬁn trén, ta da nghién ctu diéu kién can béng cua hé lyc tic dung 1én mat
vat ran. Nhung trong thuc té ta thuong gap khong phai chi mdt vat ran ma nhiéu vat
ran c6 lién quan voi nhau. Vi vay van dé dit ra & day 12 dp dung cic két qua da nghién
ctru ¢ trén d6i véi mot vat dé khao sat hé luc tdc dung 1én mot hé gdm nhiéu vat ran c6
lién két chit ché véi nhau.

Chéng han cho hé n vat ran sy, So, ..., 8, ¢6 lién két voi nhau chiu tdc dung cua hé
luc phan b trong mit phang: E, E, ces E . Hay tim diéu kién cin bang ctia hé nay,
khi né6 tdc dung 1én hé vat va xdc dinh c4c phan lyc lién Kkét tac dung 1&n hé. D6 1a ndi
dung bai todn can bang cta hé vét rin phang.

Dé giai bai todn nay, ta ¢6 hai phuong phdp sau dy:

a. Phirong phdp thir nhat: Tach roi riéng ré timng vat va xét can bang cua ting vat.

MGi vat riéng r& néi chung c¢6 ba phuong trinh cin bang, nhu thé s& c6 n vat véi 3n
phuong trinh can bang doc 1ap, du dé giai mot bai toan tinh dinh.

b. Phwong phdp thir hai: Hé gém nhiéu vat ran cé lién két v6i nhau c6 thé xem
nhu 12 mot vét bién dang. Vat bién dang d6 can béng nén theo tién dé hod rin, ta c6 thé
xem ca hé vat nhu mot vat rin cin bang. Do d6 lap diéu kién cin bang cho ca hé vat,
ta duoc ba phuong trinh cin bang.

Sau d6 tach riéng ting vat ctia hé ra, ta s€ dugc 3(n-1) phuong trinh nita do xét
(n-1) vat nhu phuong phdp thir nhat. Két qua phuong phdp nay ciing cho ta 3n phuong
trinh cAn bang nhu phwong phap thir nhat dé giai bai todn di cho.

Can ctr vao diéu kién cu thé cua timg bai todn ma ta ding phuong phép thir nhat
hay thir hai d¢é giai.

Vi du 2. Thang di dong cu tao bang hai phan AC va BC bit ban 1& & C. DPau
A va B tua trén nén ngang nhédn. Biét AC = BC = / = 3 m va hai thanh AC, BC
ciing ¢6 trong lugng P = 12 KN. AC va BC duoc ndi véi nhau bang diy EF. Biét
BF = AE = 1 m. Tai diém D céch C mot khodng 0,6m c6 dat mot vat ndng Q = 72 KN.
Tim phan luc tai A, B, C va strc cang cua day EF. Cho géc BAC = géc ABC = 45°,
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Bai giai
C6 thé dung mot trong hai phuong phdp trén dé giai bai todn nay. O ddy ta ding
phuong phép thir hai.

y

Hinh 3-5

1. Xét cd hai hé gom AC va BC can bdng

He Iyc dét 1én hé nay can bang 1a:( P, P, N,, N, Q) v 0

voi: Pl = P2 =P.
Hé phuong trinh cén bang 1ap duoc 1a:

ZXk:_Pl_P2+NA+NB_Q:0 (1)

> mg, (F,)=N,.l.cos45° N, £.cos45° —QCD.cos 45" =0 2)

2. Tdch vdt va xét can bang cua niea AC

H¢ luc can bang dat 1én ntra AC la: (ﬁA,T, P, X, YC) w0

Hé phuong trinh c4n bang 1ap duoc 1a:

X, =X.+T=0 3)

2Y, =N, -P+Y.=0 4)
(‘) 0 AC 0 0

> mg,|F, J=T.EC.cos45 —P1.7.00s45 —N,.AC.cos45" =0 (5)

Thay thé cdc gid tri da cho vao hé phuong trinh (1), (2), (3), (4), va (5) va giai, ta
duogc két qua sau:

Na =40,8N; Ng =55,2N; T=52,2N; X.=-52,2N; Y. =-28,8N.

55



Két qua X¢, Ye mang diu trir (=) chtng to rang chiéu ding cta ic, ?C 1a chiéu

nguoc lai v6i chiéu trén hinh ve.

Vi du 3. H¢ thanh OA, EB va hai vat nang C, D dugc treo can béng trong mat
phang thing ding nhu trén hinh v&. OA va EB ¢6 trong luong khong dang ké va dai
nhu nhau, quay duoc quanh hai truc Oz va Iz ¢6 dinh va vudng géc véi mat Phang nhu
hinh v&. Cho biét OI = IE = IB. Hai vat ning cé trong luong 1an luot 12 P va Q. Bo qua
ma sdt, hdy tinh géc nghiéng ctia OA véi phuong thang ding khi hé ¢ can bang.

Bai giai

Khao sét hé thanh OA va EB cin bang. Céc
lyc tdc dung 1€n h¢ gom céac trong luc P, Q céc
phan luc lién két R, R,. Ngoai ra khi tich
roi OA va EB, tai diém E trén hai thanh con

xuat hién phan lyc lién két N, va N’e nira.

O day cdc phan luc lién két fo va f{ la
khong can tim, do d6 dé cho EO, E khong
c6 mat trong cdc phuong trinh can bang lap
duoc, ta phai sir dung phuong phép tht nhat,
tach roi OA, EB rdi xét sy cAn bang cua ting
vat.

1. Xét thanh OA cdn bdng, ta co:

(P. R, N) 0 0

Hinh 3-6

Day 1a bai todn cin bang cta don phang nén ta c6 phuong trinh can bang 1a:

> m,, (F,)=-P.0.sin ¢+ N,.2.(OIcos ¢) =0

Vi 2.0I = OA nén phuong trinh trén c¢6 dang: — P.sin@ + Ng.cos@ = 0 (1)

2. Xét can bcfng cua thanh EB, ta co: (6 EI, WE) w0

Day ciing 12 bai todn cn bang cuia dong phing nén ta c¢6 phuong trinh cin bang:

>'m, (F,) =N/ Elcos@—QIBsin(t—2¢) =0

Vi EI = IB nén phuong trinh trén tré thanh:

N%.cos@—Q.sin2¢ =0
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Chi y rang Ng = N, do d6 két hop (1) va (2) ta duoc: P.sing — Q.sin2¢ = 0

‘s £ \ P
Giai ra ta duoc két qua: cosgo=—.

2Q

3.4. Bai toan ma sat

Trong Chuong I ta da xét phan lyc lién két ciia mat tya voi gia thiét, vat khao st
va mit tya ran tuyét doi, hoan toan tron nhin. Thuc té diéu nay khong xay ra. O day, ta
ap dung cdc két qua da c6 caa Co hoc 1y thuyét dé mot loai bai todn thyc té, dong thoi
hoan chinh thém vé phan luc lién két & mat tua. D6 1a sy can béng ctia vat thé khi ké
dén lién két ma sat.

Sy can xuat hién khi vat nay chuyén dong trén mdt vat khac goi la ma sét.

Trong thyc té k¥ thuat, ma sét c6 loi ciing nhu ¢6 hai. Ngudi ta ¢ ging ting ma sat
dé phat huy mit c6 loi cta diy curoa trong bo truyén dai, bing truyén tai vat 1én cao,
... Song ciing can thiét giam t6i muc tdi da su pha hoai do ma sat giy ra: Boi tron tdt
cic 6 bi bang ddu md, ché tao cdc bé mat 1am viéc tron nhén, ¢6 hinh dang dic biét voi
tu, may bay, ... chuyén dong trong méi trudng nude, khong khi, ...

Dua vao su chuyén dong cua cédc vat ddi voi nhau. Ta c6 thé chia ma sat ra: Ma sét
treot, ma sat lan, ....
3.4.1. Ma sat truot
a. Thi nghiém Culong

Vat B dit trén tim c6 dinh D gén vao soi day khong
dan va vat qua rong roc C. Pau kia cta diy treo dia A
¢6 chit tai trong (hinh 3-7).

Tai trong & dia A ting dan 1én s& 1am ting luc T

tac dung vao B. Thi nghiém chimg to rang: Khi ting tai
trong & A khong qua 16n thi B van & can béng. biéu nay Hinh 3-7

chi c6 thé giai thich dugc néu thém vao luc can F. .

Tac dung 1&n vat B ngoai trong luc P, phan lyc phép tuyén N va luc T concé F
(hinh 3-7).

C

bat FC = Fms : Goi la luc ma sdt truwot. Theo diéu kién cén béng cua hé luc ph'fmg

da biét suy ra dugc: N=P; F,=T.
Tiép tuc tang tai trong & A dén mot gid tri nao d6 thi E. dat F.™* va vat B mét can

béng, bit diu truot trén tAm D.
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b. Pinh luit culong (Pinh luat ma sét trugt)

Nim 1781 nha bac hoc ngudi Phdp Culdng dua trén nhitng thi nghiém da phat biéu

dinh luat gﬁn ding vé ma sat truot, goi l1a dinh luat culong:

e Luyc ma sit truot ndm trong mit phang tiép xic chung ciia vat tiép xiic, chiéu
nguoc voi chiéu trugt (hoac xu hudng trugt) cua vat dudi tdc dung cua luc tich
cuc. Gia tri cia né bién doi, dat t6i F™ Iic vat thé bat dau trugt va dugc biéu thi:

0<E.<F™

e Trj sb cuc dai cua luc ma sét trugt ty 1€ thuan voi tri sb cua phan lyc phap tuyén
nghia la:
F'™ =f.N (3-1)

max

trong d6: f = ;SI 12 mot s6 khong thir nguyén goi 12 hé s6 ma sdt truot.

e Heé sé ma sét truot phu thudc vao ban chét cua vat liéu va trang thai vat 1y cua bé
mat tiép xtic ma khong phu thudc vao dién tich bé mat tiép xuc va cac luc da cho
tac dung 1€n vat. N6 dugc xac dinh béng thuc nghiém va cho & cac bang tra.

¢. Goéc va nén ma sat

Nhiéu bai todn v€ sy cin bang cua vat thé khi ké
dén lién két ma sit dugc giai thuan lgi bang phuong
phép hinh hoc. Do d6 ta can dua ra khai niém gbc va
nén ma sat.

Xét sy can bang cda vat trén mat tya nhdm, diém

tiép xuc A. Phan luc R cua mat tua gém hai thanh

phan: Phan lyc phap tuyén N va lyc ma sat Fms. Céc

ms

géc gitra phan lyc toan phan R (dugc xdy dung tir

luc FZZX va phan luc phdp tuyén di cho) véi phuong phan luc phdp tuyén goi 1a gde
ma sdt ky hiéu @y, (hinh 3-8) ta c6:

E* N
t —_max —_ - = f 3-2
E0n = TN (3-2)

Go6c ma sat phu thugc vao hé s6 ma sat. Vi tai di€m ti€p xic A vat c6 xu hudng
S

truot theo moi phuong, trng véi mdi phuong c¢é phan lyuc F:M tuong Ung.
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Quy tich phan lyc R tao thanh mit nén tai diém tiép xidc goi 12 hinh nén ma sdt
(hinh 3-4).

Neéu moi hudng déu cé h¢ s6 ma sat nhu nhau thi ta ¢6 hinh nén ma sat tron xoay.

d. Giai bai toan can bang khi cé lién két ma sat truot
Diéu kién can bang ciia vat trén mit twa khi ké dén lién két ma sat truot 1a:

Céc lyc tich cuc da cho, cic phan luc phap tuyén, cac luc ma sat truot tao thanh hé
lyc can bang. Tir d6 viét duoc phuong trinh can bang mg véi timg loai hé lyc. Ngoai
ra con can keém theo céc diéu kién khong truot sau:

E_<F™ =fN

max

V& mat hinh hoc: Diéu kién dé cho vat ran can bang 1a phan luc R phai di qua A

ms

va nam trong nén ma sét. Lic sdp xay ra trugt phan luc R = R nam trén bién cua

max

ndén ma sat.

Vi du 4. Vat nang B c6 trong lugng P duoc dat trén
mit phang nghiéng, hé s ma sét truot gitra mat tiép xiic
ciia B v6i mit phing nghiéng 1a f. Tim gid tri cua géc
nghiéng o lic vat sap truot xubng (hinh 3-9).

Bai giai -

Xét vat B can bang gii han. Trén mat phang nghiéng
c6 ma séat. Lyc tdc dung 1én né gém: Trong luong P,
phan lyc phép tuyén N va lyc ma sat F.  taco:

(F, N, F"‘;) 0 hay (F, " ) 0

mq max

Viy, luc P truc ddi véi phan lyc i::x ta suy ra: o = @y, hay tga = f.

Nhan xét: Néu o < @, thi vat A cin bang trén mat phang nghiéng khong can gitr.
dé 1a hién twong ty ham, hién tugng nay rat quan trong trong k¥ thuat.

Do d6 tac dung cua lyc ma sét thong s6 xdc dinh trang thdi can béng ctia vt 6 thé

lay mot mién gia tri.
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Vi du 5. Mot chiée thang AB c6 trong lwong P dugc tua 1én twong va san khong
nhin v6i hé sé ma sét 1a f. Xdc dinh géc o dé thang can bang (hinh 3-10).

B |
A

X » X
FE,
Hinh 3-10 Hinh 3-11

Bai gidi
a. Phuong trinh gidi tich
Diéu kién dé thang AB & can bing la: (P, N, F._, N,, F..| \»2 0
Chon h¢ truc Oxy ta c6:

>X, =N, -F =0 (1)

ZYi:NB-i-FrI;_P:O (2)

ZmAZ(E):NB.E.COSoc—Pécosoc—Fn}fs.fsinoc:0 3)
Diéu kién dé thang khong trugt: FA <f.N,; F.<fN, “4)
Tir (1) tacé: N, =F™ <N, )

Tir (2) tacé: N, =P—F™ >P—f.N, két hop véi (5) tacé: N, 2P—fN, >P—f>N,

1
suyra: N, >——P 6
y 8210 (6)
T (3): N, :B+FB,.tgocSB+fNB.tgoc suy ra: N, SL (7)
2™ 2 2(1-f.tgar)
_ 2
T (6) va (7) ta co: .- = 1+f*>2(1-f.tga) hay tgo>

S
2(1-f.tgo) 1+£° 2f
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1-tg’,.

=cotg29,, =tg(90° —9,.)
2tg@ ’ ’

Thay f = tg@,, vao trén: tga >

Vay:  a>90" — 2@,
Mt khic o < 90° vy géc o cin thiét dé thang & can bang 1a: 90° — 2¢,, < o < 90°
b. Phirong phdp hinh hoc: Xét thang AB & vi tri cAn bang gi6i han. Luc tic dung

biéu dién trén (hinh 3-11) ta c6:

.

P, R R )(/)0

max ’ max

—A — —B _
GéC (RMax’NA):(RMax’Nsz(‘pms

Vi ﬁAJ_ﬁB nén cling co R, J_R .. suyra: géc AO,B =90’

Max
Do d6 géc GO,B = ¢,,; = goc GBO,.

Theo hinh v&: o = 90° — 29,

Goi o 1a géc nghiéng ciia thang so véi phuong ngang khi thang & cn bang. Phan

luc KB phai nim trong géc ma sét, nén: o> o hay o > 90° — 2@,
Mt khic o < 90°. Do d6 ta ciing suy duoc két qua twong tu phwong phap trén:

— 2@ < 00 < 90"

3.4.2. Ma sat lan
a. Thi nghiém

Khdo sit vat c6 dang con lan trong luong P d3t trén mit phiang ngang chiu tic
dung cua lyc kéo nam ngang T dit vao truc cua né. Thi nghiém ching to ré‘mg: Khi
T khd bé con lan van dung yén trén mit phang ngang. Diéu nay khong thé giai thich
duoc néu nhu hé luc tic dung 1én con lan biéu dién nhu (hinh 3-12a ). Theo so dd nay
vat khong thé can béng vi: Momen chinh cta hé lyc tdc dung 1én vat 1a Mg, = — T.r
khéc khong va mot trong nhirng diéu kién cén béng khong thoa man.

bé phu hop gitra 1y thuyét va thyc nghiém ta phai gia thiét: Tai diém tiép xic A
mit phang ngang bién dang va con lan tiép xiic vi mit twa & mot dién tich nho bén

phai diém A. Do d6 phan lyc N dat & diém A, cdch A mot khoang d. Ta nhan duogc
so dd téc dung lyc 1én con lin thoa man thuc nghiém (hinh 3-12b). Ngiu lyc (N, P)

cin bang v&i ngiu (? F )
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g

b)

Hinh 3-12

Ngau luc (ﬁ ?) 2oi 12 ngau lyc ma sit lin. N6 can khong cho con lin lin trén
mat phang ngang. Ky hiéu mémen ctia ngau luc nay 13 My,
Mps=N.d=P.d=Tr
Tiép tuc tang lyc kéo T dén mot gid tri nao dé con lan bat dau 1an trén mat

phéng ngang. biéu nay chung té M, dat t&i M. va vi: M., = F.d v&i P khong
d6i nén d = dpay.

Vay ngau lyc ma sét lan bién thién va dat gid tri gidi han M. ta c6:

0 < M5 £ Minax

b. Dinh luat
Qua thi nghiém nguoi ta ciing thiét 1ap dugc dinh luat gin ding vé ma sat lan.

e Tri sO cyc dai cua mOmen ngau lyc ma sét 1an M, ty 1€ thuan vai tri s6 cua phan

luc phép tuyén N:
IM,...| =Kk|N| (3-3)
Trong do k:%, goi 12 hé s6 ma sét lan, c6 thtr nguyén 1a d6 dai. O day
k = dpax-

Chiéu cua ngau lyc ma sét 1an nguoc chiéu lan cua vat.

e H¢ s0 ma sét lan phu thudc vao ban chat cua vat liéu va trang thai cua bé mat tiép
xtc. N6 dugc xac dinh bang thuc nghiém.

‘1. . \ s o A k , re s C A A
Trong cac bang tra nguoi ta thuong dua vao ty sO A =— g véi tung loai vat licu.
T
c¢. Giai bai toan can bang khi cé ma sat lin
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Diéu kién dé cho con lin khong 1an 12: My, < My = kN
k

hay: Tr<kN => T<—=N (a)
T

Diéu kién dé con lan khong trugt 1a: Fpy < Fpp = £N  hay: T<fN (b)
Tir (a) va (b) ta ¢6 diéu kién cin bang cia con lan:

T<XNvaT<fN (3-4)
T

Néu con lan khong thoa man diéu kién (3-4) thi né vira 1an vira trugt hogc chi lan, chi
truot.

. , , k o Z o <~ <
Thyc nghiém ching t6 — << f nén thyc t€ con lan da truot thi cling 1an dugc.
T

Vi du 6. M6t hinh tru dat trén mat phéng
nghiéng. Tim gbéc nghiéng o cia mat nghiéng
v6i phuong ngang dé hinh tru cin bang trén
mat nghiéng. Ban kinh hinh try 1a R, trong
luong P. H¢ s6 ma sét trugt 1a f, hé s6 ma sét
lan l1a k.

Bai giai

Hinh 3-13

Xét su can béng cia hinh tru trén mat
phang nghiéng. So dd luc tic dung dugc biéu dién trén (hinh 3-13) khi d6 phuong
trinh can bang 1a:

> X, =-F, +Psina=0 (1)
> Y, =N-P.cosa=0 2)
ZmAZ (ﬁ): N.d-Pr.sina=0 3)

Ngoai ra diéu kién dé hinh try khong trugt va khong lan 1a:
F << fN
M, =N.d <k.N
Tir (1), (2) va (3) xéc dinh dugc N, Fo., M. Thay vao (4). Ta ¢6 géc o phai dong
thoi thod man dicu ki¢n:
tga <f

tgocsE
r
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d. Cong thirc O-le

Pé dan ra cong thirc O-le, ta xét bai todn sau: Mot soi ddy khong dan vét qua truc
cua hinh tru. Nguoi ta dat vao dau day mdt lyc Q. Tim P nho nhét dat ¢ dau day con
lai dé soi day can béng. Gitra day va try c6 ma sét, hé sb ma st 1a f (hinh 3-14a). Thuc

nghiém ching to rang nho ma sat ma lyc P nho hon nhiéu so véi luc Q.

Xét yéu t6 diy AB la ds ¢ cAn bang gi6i han (hinh 3-14b).

b)

Hinh 3-14

Khid6: (T, T, T,. N} 0; T,=T+dT ; Fp=fN.
Phuong trinh cin bang viét duoc:

> X, :Tcosd—z(p—(T+dT)cosd7(p—Fmsds =0

DY, = N.ds—Tsind%p—(T+dT)sind?(p:0

O day: ds = R.dg

Néu géc ¢ kha nho, ta thay sind%pzd%p; cosd%pzl va bo qua v6 cuing bé bac cao
dTde ¢ phuong trinh trén suy ra:
ar +f.N.R=0
do
NR-T=0

Tir d6 ta ¢6: dT = — £T.dp => ?T — _fdo

Lay tich phan trong khoang tr ¢ =0 dén g =¢".
Tar % T

S =—f[d¢ hay (fn—=-f.

- { ¢ hay in——=-fg¢

*

T
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T, 1a strc cing cua ddy tai @ = 0, tirc Ty = Q; T  1a strc cang cua day tai ¢ = ¢, tirc
T =P

Do d6: gng — ¢ => P=Qe'" (3-5)
(3-5) 1a cong thirc O-le phai tim, cho ta xdc dinh lyc P nho nhat giit ddy cin bang.

Chu y réng: C6 thé thiét lap van dé nguoc lai va tim duoc luc P 16n nhét gilt day

cAn bang: P=Qe' .
Nhu vay, néu P théa man diéu kién: Qe ™ <P<Qe" thi diy s& & can bang.

R rang tr (3-5) néuf=0thi P = Q.

Géc ¢ 1a géc 6m cua diy. Cong thirc O-le cho thay ty s6 ~=e™ ting nhanh theo

o0

g6 om @ . Néuf=0,1; ¢ =L thi £ —¢* ~150.
2 Q
Ngudi ta loi dung tinh chat nay dé truyén dong bang ddy dai va giit tau, thuyén
bang cdch cudn day cdp vao coc.

3.5. Bai toan trong tam

3.5.1. Tam ciaa hé luc song song
Pinh ly

Trong truong hop hé luc song song ¢é hop luc, néu
gitF nguyén diém dat, cwong dé va quan hé song
song gitta cdc lwc, nhung doi phwong chung ciia
chiing mot cdch tuy y thi hop luc cua chiing ciing
doi phwong theo nhwng luéng di qua mét diém C co

dinh. Piém nay dwoc goi la tdm cia hé luc song
song dda cho.

Hinh 3-15

Dinh 1y c¢6 thé chimg minh dwgc bang céch dp
dung két qua xdc dinh hop luc ciia hai luc song song.

3.5.2. Toa dj tam C

Goi Xy, Yk, Zx la toa do diém dat Ay cua luc E trong hé toa do Pé céc Oxyz va goi
Xcs Yo, Zc la toa d§ cua tdm C trong hé toa do éy. Cong thuc xdc dinh toa do cua C
dugc xdc dinh tir dinh ly Varinhong:
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x,..F Zyk F, z, .F
Xc = kzln 5 Ye = kzln v Zc = kzln (3-6)
Fk Fk Fk
k=1 k=1 k=1
.
Dang vécto: r? = k=l (3-7)

Oday r,, r. lacéc vécto dinh vi ciia A va C.

3.5.3. Trong tim va cong thirc tong quat xac dinh toa dd cia trong tim

Gia str ¢6 vat ran (s) duoc dat gﬁn qua dét. Ta tuong tuong rﬁng (s) duoc chia ra
1am n phan khd bé dé c6 thé coi mdi phan tir Ay 12 mot chat diém, ta ky hiéu: M;, My,

..., M, va goi lyc hit cta quéa dat 1én cdc phan tir twong Ung 1a: ﬁ , ?2, ves ﬁ . Vivat
(s) dat rat xa thm qua d4t nén hé luc (ﬁ, E, s E) duogc coi 1a h¢ lyc song song,

ciing chiéu va c¢6 hop lyuc 1a P . Hé lyc nay c6 tinh chat 1a: Néu thay ddi vi trf cta vt
(s) thi ching van giit nguyén cuong do, van song song ciing chiéu va van dit tai cdc
diém twong tng M;, My, ..., M, ctia vat (s) do d6 theo dinh 1y vé tam hé luc song song,
hop luc P cua hé luc néi trén c6 diém dat C' 1a trong tam gﬁn didng cua vat (s). bi

deén dinh nghia trong tdm cua vét ran.

Hinh 3-16

Trong tam cua vat ran 1a diém dat cua trong luc téng hop tic dung 1én vat rin éy.

Ky hiéu trong tim 1a Cta c6: C=1limC (3-8)
P, —0
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a. Cong thirc xac dinh toa d¢ trong tam

Goi toa do xac dinh cua vat (s) trong h¢ toa do Oxyz nao d6 (thudng gén vO1 vat)
12 Xy, Vi, Z, tr (3-6) va (3-7) ta c6:

kZ:P-fC ZPk‘Xk ZPk'yk ZPk'Zk
=l => X . = D Yo = 2 =
n C P C P C
> P

k=1

I'C%

lav]

Trong d6 P= Zl?k 1a trong luong cua vat ran khao sat. Két hop véi (3-8) ta tim
k=1
dugc cong thirc tong quat xdc dinh trong tim O cua vat ran nhu sau:

= lim3PE = [rdP (3-9)

trong d6 P=1im ) P, = [dP la trong lugng cuia vét khao sit.
B0kl ®

Tt (3-9) ta c6 cong thic x4c dinh toa dJ trong tam sau:

X¢ —Liim > x.P, _1L I x.dP
Ponia P&
1., & 1

ye=—lim> y P == [ydP (3-10)
Pisia P

b. Trudng hep cia vit rin dong chét

— Puong dong chat

a)

Hinh 3-17

67



Goi L 1a chiéu dai ctia duong dong chat C, c6 trong lugng riéng 7y (tic 1a trong
lugng cia mot doan day dai 1 don vi). Ta ¢c6 P = y.L va dP = ydS. Trong d6 dS 1a vi
phan cung ctia dudong cong (hinh 3-17a). Cic cong thic (3-10) khi d6 c6 dang:

Xc = L x’yds-—'[xds

YL<c> Lo
y y.yds=— | yds (3-11)
‘ YL<£) L(L

RS
zZ zyds=— | zds
< 7L<C> L(L

— Mat dong chat
Tuong tu trén cac cong thuc (3-10) cho ta:
1
:—dec y ——jydc z z—JZ.dG (3-12)
) ‘ S °s )

Trong d6 S 1a dién tich cua tat ca mat cong khao sit do 1a vi phan dién tich cia mat
cong ay (hinh 3-17b).

Néu vat 1a tim phang ddng chat thi chon ngay mit phang ctia tim 4y lam mat
phang toa do Oxy, ta c6:
1 1
xc=— [ xdF; y. =— [ ydF (3-13)
F & F
trong d6 F, dF thay cho S va do trong cong thic (3-12).

Trong k¥ thut ngudi ta con goi dai luong [x.dF; [ydF la momen tinh cua tAm
(F) (F)

phing dbi voi cdc truc x, y va ky hiéu S, ;) = [xdF; S, = [y.dF. Tir d6 suy ra, néu S, =0

thi trong tAm G cua vat & trén tryc y, va néu Sy = 0 thi trong tim G cua vat ¢ trén truc x.
Néu S, =0, Sy =0 thi trong tdm G & ngay trén gbc toa do.

— Khoi dong chat (hinh 3-17).

Tuong tu nhu trén ta co:

:ijdV yc——jde ZC_VIZdV (3-14)

V) (V) V)

Trong d6 V va dV 1a thé tich va vi phén thé tich cua vat khao st.
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3.5.4. Cac phwong phép xac dinh trong tAm ciia vt rin

Tir dinh nghia va cdc cong thic tong quét néu trén ta c6 thé tim duoc trong tim cta
vat ran béng céc dinh 1y sau (khong chiing minh).
a. Pinhly1

Néu vir ran dé‘ng chdt cé tam doi xung hinh hoc (hodc cé truc doi xung hay mat
phang doi xung) thi trong tam cua vat ay ¢ ngay tdm doi xung cua né (hodc o trén
truc doi xung hay trén mat phang doi xung).

b. Dinhly 2

Néu vt ran khdo sdt gom nhitng phan tir ma trong tam cia chiing phdn bé trén cing
mot duwong thang (hay trén ciung mot mat phang) thi trong tdm cua vat ciung thuoc
duwong thang day (hay thuoc mat phang ay).

Vi du 7. Tim trong tam cua vat (S) d@)ng chét gém khdi tru

\ , iz
tron xoay voi ban kinh ddy R va chiéu cao H, va mot khdi ntra {
hinh cau ciing ban kinh R (hinh 3-18). Cho biét khoang cach tir |

. N i
trong tdm C, cua khoi ntra cau dén ddy cia né la % . S| ic H
I
i
|
Bai giai O r
Vat khdo sat (S) gom hai phan ghép lai la (S;) va (S,) (hinh 3- S>
18) vi ta c6 khéi dong chat dbi xting qua truc z bén trong tim C Hmt; 318

cua vat va céc trong tam C; va C, cua ting phﬁn thudc (S) déu
thudc z. Do d6 ta chi can tim zc. Ap dung cong thirc ta c6:

Viz,+V,z,
o =—"1-——"+=
V,+V,
V,=nR>H; z, :H; \'A zgnR3; z, _3R

2 3 8

H 3
mR*H.—-=7nR*.=R 2 o2
Do do6: z, = 2 3 8 :§‘2H R
4 3H+2R

7rR2.H+§7rR3

Ngoai cich ding hai phuong phdp trinh bay & trén con ¢6 thé tim trong tim ciia cic
vat bang phuong phép phan tich va bang cich dé ding cdc dinh Iy Guyndanh ma ta
khong trinh bay & day.

Ciéc phuong phdp trén chi cho phép tim trong tim cia cdc vat thé ddng chét cé
dang hinh hoc don gian. Mudn xdc dinh duoc trong tam cua cdc vat thé thuc nguoi
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ta phai dung phuong phdp thuc nghiém nhu: Phuong phdp treo, phuong phép can,
phuong phdp tam lac, .v.v....
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PHAN THU HAI: PONG HQC
Mé dau
1. Vi tri ddi twong va ndi dung nghién ciru ciia dong hoc

a. Vi tri. Pong hoc 1a phan thir hai cua gido trinh Co hoc Iy thuyét, nghién ctru
chuyén dong cta dbi twong vé mat hinh hoc tirc chi xét mbi lién hé gitta khong gian va
thoi gian xay ra chuyén dong ma khong ké dén nguyén nhan giy ra chuyén dong. Vi
vy Lagrang quan niém I “Hinh hoc trong khong gian bon chiéu”, trong d6 chiéu thu
tu 1a thoi gian.

b. Déi twong nghién ciru. D6i twong ta nghién ciru trong dong hoc 1 diém hinh hoc
va Vat rin tuyét ddi. Piém hinh hoc 1a mot vat thé rin c6 kich thudc “khd bé” va khong
mang khoi luong. Khi xét chuyén dong ciia vat thé ma khong ké dén kich thude ta coi
vat 1a diém hinh hoc. Vat thé ran 12 tp hop vo sé diém hinh hoc ma khoang céch gitra
mdi cap diém khong thay ddi trong qud trinh chuyén dong. Trong dong hoc, khi khao
sat chuyén dong ta c6 thé coi vat 16n v6 han (mic dau trong thyc té khong ton tai) va
cdc vat thé ran trong chuyén dong c6 thé xuyén qua nhau ma khong bi can tré.

c. No¢i dung nghién ciru. Trong dong hoc nghién ctru chuyén dong cua ddi tuong 1a
phal giai quyét cdc van dé: Thiét 1ap phuong trinh chuyén dong, tinh vén tdc, tinh gia
toc ... ta 1an luot nghién ciru chuyen dong cua diém, chuyén dong ctia vat ran. Cubi
ciing ta nghién ctru chuyén dong tong hop ciia diém va cta vat rin. Nhitng két qua
nghién ctru chuyén dong d6i véi diém 1a co so dé nghién ctru chuyén dong cta vat rin.

2. Cac khai niém co ban cia dong hoc

a. Khong gian. Khong gian ¢ diy dugc xem Ia tuyét ddi, théa man cic tinh chat:
Pong nhat, dang huéng, va tréng réng. D6 1a khong gian Oclit ba chiéu thong thuong.
Cdc phép tinh ctia hinh hoc Oclit nghiém ddng trong khong gian nay.

b. Thoi gian. Trong dong hoc, dbi twong chuyén dong trong khong gian theo thoi
gian. Thoi gian duoc quan niém 12 su troi di cta qud trinh dién ra chuyén dong, “su
tro6i” cda thoi gian theo mot chiéu nhét dinh, lién tuc va tuyét ddi. vi vay dé do thoi
gian ta xdc dinh né trén tryc s6 thuc t goi 1a truc thoi gian. Thoi diém 12 mot “ldc”cta
qud trinh, dugc x4c dinh bang mot s6 thyc trén tryc thoi gian. Khoang thoi gian (At) 1a
khoang thoi gian giita hai thoi diém goi 12 thoi doan. Pon vi co ban dé do thoi gian 1a
gidy, ky hiéu s.
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ls = ——— ngay madt troi trung binh.

24.60.60

Trong khi khao sét cdc bai toan, dé thuan loi ta liy thoi diém ban dau t, = 0, tir d6
vé sau thoi gian xay ra chuyén dong déu duong.

c. H¢ quy chiéu. Dé xdc dinh vi tri cia mot ddi tugng trong khong gian ta phai chon
mot ddi twong 1am mébc. Thong thudng ngudi ta gin toa do (dé cdc) vao vat chuan dé.
Hé toa do gan lién v6i vat chuan dé nghién ctru chuyén dong cua ddi twong goi 1a hé
quy chiéu. Hé quy chiéu khdc nhau thi dang chuyén dong cua ciing mot ddi twong 1a
khéic nhau.

d. Chuyén dong. Chuyén dong co hoc cua mot dbi tuong la su thay ddi vi trf cua d6i
tuong trong khong gian theo thoi gian.

Vi trf cua dbi tuong trong h¢ quy chiéu dugc xdc dinh béng cac thong s6 dinh vi
cua no.

Phuong trinh chuyén dong cua dbi twong 1 nhitng biéu thic lién hé giita thong sb
dinh vi va thoi gian (thoi gian 1a doi s6 doc 1ap).

Vian téc chuyén dong 12 dai luong biéu thi hudng va téc d6 chuyén dong cia ddi
tugng ¢ thoi diém dang xét (n6i chung né phu thude vao thoi gian).

Gia toc chuyén dong la dai lugng biéu thi su bién d6i cua vécto van tdc chuyén
dong theo thoi gian. Gia toc chuyén dong cho bict tinh déu hay tinh bién doi cua
chuyén dong (gia toc cting phu thudc vao thoi gian).

Cic khdi niém trén day sé 1o rang va cu thé trong khi khao sit chuyén dong cia
diém hay chuyén dong cua vat ran.
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CHUONG I: PONG HOC PIEM

Van dé dat ra ¢ day 1a khao sit chuyén dong cua diém (M) véi hé quy chiéu da
chon (hinh 1-1). Pé trinh by ngin gon nhiing dic diém cia chuyén dong ta ding
vécto lam cong cu. Nhung dé tinh todn dugc thuan lgi ta thuong dung cac loai toa do
khdc nhau, nhét 1a toa do dé cdc va toa d§ ty nhién trén quy dao.

Z Z
M M _
Y . v
T
N y
(@] O
X
X @)

Hinh 1-1 Hinh 1-2

1.1. Khio sit chuyén dong ciia diém bang phwong phap vécto
1.1.1. Phwong trinh chuyén ddng cia diém

Xét diém M trong hé quy chiéu Oxyz (hinh 1-2). RS rang vi tri cia M duoc xdc
dinh duy nhét béng vécto: OM =7 . Ta goi 7 la vécto dinh vi cia dong diém trong hé
quy chiéu dy.

Khi dong diém chuyén dong vécto 7 s& bién thién lién tuc theo thoi gian ca vé
hudng va vé d6 dai, do d6 ta viét duogc:

F=r(t) (1-1)

Nhu viy, vécto dinh vi 7 12 mot vécto ham theo thoi gian. Biéu thirc (1-1) Ia
phuong trinh chuyén dong ciia diém viét dudi dang vécto.

Quy tich cdc vi tri cia dong diém trong khong gian quy chiéu duoc goi 1a qily dao
ctia dong diém trong hé quy chiéu dy.

Phuong trinh (1-1) ciing 12 phuong trinh quy dao dudi dang tham sé.

Néu quy dao 1a dudng thing thi chuyén dong duoc goi 1a chuyén dong thang. Néu
quy dao 1a duong cong thi chuyén dong dwoc goi 1a chuyén dong cong. Ngudi ta
thuong 1ay tén duong cong dé goi tén chuyén dong, chang han, néu quy dao 1a dudng
tron thi ta ¢6 chuyén dong tron. Chuyén dong thang va chuyén dong tron l1a hai dang
chuyén dong quan trong ctia dong diém.
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1.1.2. Van toc chuyén dong cia diém

Gia st tai thoi diém t dong diém ¢ vi trf M véi vécto dinh VM Ve
vi 1a 7(¢) va tai thoi diém t + At dong diém o vi tri M’ voi
vécto dinh vi 1a  F(+Ar). Gia sb vécto

AF=F(t+A)—F(t)=NM md td ghn ding hudng di va T(t+AD

quing dudng di duoc cua dong diém trong khoang thoi gian
At d6. Ta goi vécto AF 1a vécto di chuyén cua dong diém
trong khoang thoi gian At ké tir thoi diém t (hinh 1-3). Hinh 1-3

—

. Ar c s A K N , A - R
Vécto o duoc goi 1a van toc trung binh ctia dong diém
t

trong khodng thoi gian At, ky hi¢u V. Vécto nay mo ta gan ding hudng di va toc do
clia dong diém trong khoang thoi gian At tir thoi diém t dén thoi diém t + At. Khi At

N ' Ar . fooA A, A SR a1 aeR
cang nho vécto ™ mo ta cang chinh xdc van toc cua dong diém ¢ thoi diém t.
t

Van téc tire thdi & thoi diém t cia dong diém, ky hidu V(7) 1a giéi han cua ty sb

% (néu ton tai) khi At — 0.
t

V(t)=1limV v (1-2)
At—0 Ar—0 At dt

Nghia 13, véan tdc tirc thoi cia dong diém 1a dao ham cap mot theo thdi gian vécto
. . 9 A « R A N e N , oA d M A
dinh vi cia dong diém ay. Trong Co hoc ngudi ta dung thay ky hiéu 7z bang dau
1

chidm dit trén ky hiéu cua dai lugng can léy dao ham theo thoi gian va ta viét dugc

V=

S|

’V‘é mat hinh hoc vécto di chuyén AF va van tbc trung binh V. déu ndm trén cét
tuyén MM’ tai diém M cua quy dao va hudng tr M dén M’. Vi vay khi téi gidi han
van tdc tirc thoi V (¢) phai hudng tuyép tuyén véi quy dao ciia dong diém tai diém M
va thuan theo chiéu chuyén dong qua d6 cua dong diém.

Thir nguyén cia vén tdc 1a:

_ [dodai]
B [thoi gian]

. [L] i
ky h = =[LT
y higu T] [ ]

Pon vi co ban thudng ding 1a m/s hay ms™.
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1.1.3. Gia tbc chuyén dong cia diém

NGi chung vécto van tbc V(r) bién dbi ca huéng 1in do 16n theo thoi gian:

V=V@).
. dv . AV P U NP
DPai lugng — = lim—— cho ta toc do bién thién ctia vécto V. Nghia la né dic
dt A0 At

trung cho toc d6 doi huéng va ddi do nhanh chuyén dong cua diém. Vi vdy, ta dinh
nghia: Gia tdc tic thoi W cia dong diém 1a dai luong vécto bang dao ham cip mot
theo thoi gian ctia van tdc hodc bang dao ham cap hai theo thoi gian vécto dinh vi ctia

dong diém.

wW=v=F¢ (1-3)
Vé mit hinh hoc, gia luong AV bao gi0 cling hudéng
vé phia 16m cia quy dao, nén vécto w cling huéng vé
phia 10m cua quy dao (hinh 1-4). Nén néi chung hai
vécto V va W khong cung phuong vé1 nhau.
Thir nguyén cua gia toc 1a: [W]= [[TLZ]] =[LT].

Pon vi thuong ding 12 m/s* hay ms ™.

Can ctr vao quan h¢ cta van toc va gia toc ta c6 thé phdn dodn dugc tinh chat cia
chuyén dong.

Trude hét ta xét tich vécto V AW :

— Néu VAW triét tiéu thi V va W ludn ludn ciing phuong, vécto V ¢6 phuong
khong d6i va chuyén dong 1a thang.

— Néu VAW Kkhong triét tiéu thi chuyén dong 1a chuyén dong cong vi khi d6
vécto V déi hudng.

Sau ddy ta xét tinh chat déu hay bién doi cta chuyén dong:

Chuyén dong ctia diém 1a déu néu nhu gid tri van téc V (téc @6 chuyén dong) 1a
hang sd.

Chuyén dong ctia diém 12 bién doi (nhanh dan hay chdm dén) 1a bién ddi theo thoi
gian (tdng hay giam theo tho1i gian t).

Chd ¥ rang sy thay ddi cua V2 ddc trung cho sy thay ddi cua gid tri V va:

V2 =(\7)2
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an: dv? _d (‘7)2

== hay 2VW =2VW
dt  dt

T d6 ta c6 két luén sau:

Néu tich v6 hudng V.W ddng nhat triét tiéu thi dong diém chuyén dong déu trén
quy dao cua n6.

Néu tich vo hudng V.W >0 thi dong diém chuyén dong nhanh dan.

Néu tich vo hudng V.W <0 thi dong diém chuyén dong cham dan.

Cudi cling tat ca nhirng nhan xét vé tinh chét thang hay cong, déu hay bién doi cta
chuyén dong ndi ¢ trén c6 thé tém tat va biéu dién theo hinh v& sau (hinh 1-5).

Chuyé . ‘ .
uyen Péu Nhanh dan Cham din
dong
Thang M V M V W W M V

M sV M oV M_~V
Cong =90 /‘@ 90° o> 90°

w \' W
Hinh 1-5

1.1.4. Hodograp ciia mét vécto bién thién va Hodograp cia van téc

—

Xét vécto bién thién d=d(r) ta tim cdch biéu dién hinh hoc dao ham d—(;. Tu géc

O chon tuy y, ta vé lan Iwot cac vécto:
ON\ =d(t,) = d, z
ON: =d(t,) = d,

Néu coi ddi s t 1a thoi gian ta sé& c6 ON = a) la

vécto dinh vi cia dong diém N. Piém nay khi t bién
thién s€ chay trén duong cong (I') nao dé (hinh 1-6).
Nguoi ta goi N 12 diém anh cia vécto bién thién

Hinh 1-6

da=a(t), vaduong cong (I') la H6ddgrap cua vécto a(r). RO rang ta cé:
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di d —. =
—=—(ON)=Vy
dt dt
Vay dao ham theo ddi sé doc lap ctia ham vécto (bién thién) ding b'c"lng van toc
ctia diém anh trén duong hoddgrap cua vécto bién thién ay.
Két luan trén cho ta quy tdc thuc hanh dé biéu dién cu thé dao ham cua nhitng
vécto bién thién theo mdt doi s6 doc 1ap nao do.

Ta c6 thé néi rang: Quy dao chuyén dong ctia dong diém bang van téc cta diém
anh trén duong hodogap cua vécto van tdc cua diém ay.

Nhu vy 12 bang cong cu vécto ta di xy dung dugc nhimng dai lugng mé ta rat
gon chuyén dong cua diém trong mot hé quy chiéu. Biy gio ta chuyén qua cdc phuwong
phap khao sit chuyén dong ciia dong diém bang nhirng toa d6 khac nhau nham phuc
vu nhiing tinh todn cuy thé sau nay.

1.2. Khio st chuyén dong ciia diém biang phwong phap toa do dé cac

1.2.1. Phwong trinh chuyén dong ciia diém

Ta biét phuong trinh chuyén dong cia diém viét ¢ z M _
dang vécto la: 7 =7 () W e &V
Chon toa d6 DPé céc vudng géc Oxyz. Vécto don vi [
trén cdc truc 1a: 7, 7, k (hinh 1-7). ki/ % y
- . . i = ~
Tacé: F(1) = X(D7 +y(t) ]+ 2(DK O 4
Trong dé x(t), y(t), z(t) 1a ba thong s6 dinh vi cta dong X y
diém trong hé quy chiéu da chon. Hinh 1-7
Vay phuong trinh chuyén dong cua dong diém & toa do
Dé céc la:
x=x(1)
y=y(®) (1-4)
z=2z(t)

Cic phuong trinh (1-4) ciing 12 nhitng phwong trinh qui dao viét dudi dang thong
SO t.

Néu khir théng s t trong hé phuong trinh (1-4) ta duwoc phwong trinh quy dao
(giao tuyén cua hai mat) lién h¢ gitra ba toa do Dé céc.
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1.2.2. Van téc chuyén déng cia diém

Trong hé toa d Dé cdc ta dd c6: F(t) = x(t)i + y(t) j + z(t)k

GoiV,, Vy, V, laba phﬁn chiéu cua van téc V trén ba truc toa do, ta cé thé viét:
V() =V,.i+V,.j+V. k (a)
V=Ft)=xi+y.j+2.k (b)

Tu déng thtrc (a) va (b) ta suy ra:
Vi=x;V,=y; V. =2 (1-5)

Nghia 1a, chiéu van tdc cua diém 1én ba truc toa do bé.l’lg dao ham cép 1 theo thoi
gian cua chinh toa d¢ ay cua diém.

Tir hé thic (1-5) ta ¢6 thé xdc dinh duoc gid tri va huéng cua vén tdc:

‘\7‘ = V2V V=it 430+ 2

|<

va cos(V,Ox)zTX; cos(V,Oy):Ty; cos(V 0z):

1.2.3. Gia téc chuyén déng cia diém

<
<

i

Tuong tu nhu ddi voi van tde, dua vao cong thirc (1-5) ta s€ xdc dinh dugc nhitng

phﬁn chiéu cua gia tbc W cua diém trén céc truc toa do:
W =V.W =V W=V,
hay la: W, =Xx; Wyzj}; W =% (1-6)

Ta dé dang xdc dinh gi4 tri vi hudng gia toc clia diém theo cic cong thic sau:

‘V—V‘ :\/sz W +W) =¥+ +7

W,
== cos(W Oz

K; COS(W Oy ‘W

va: cos (W Ox
‘W

W
Nhu vay I3, phén chiéu cua gia tdc cua diém trén mot truc toa do béng dao ham

cap mdt theo thoi gian ctiia phan chiéu trén truc ay cua van toéc hoac bang dao ham cap
hai theo thoi gian cua toa do tuong Ung cta diém ay.

Dua vao cdc phan chiéu cua van toc V va cua gia toc W ta c6 thé viét twong minh
nhitng h¢ thic vécto mo ta cac dic diem thang hay cong, d€u hay bién do6i cua chuyén
dong cua diém.
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Vi du 1. Cho co céu tay quay thanh truyén Y A
OAB nhu hinh v€. B dai OA = AB = /, tay
quay OA quay theo quy ludt: @ = Wyt (trong
do oy la héng s6). Khao sat chuyén dong cua M
diém B va diém giita M cta doan AB (hinh
1-8). 190 -
T2 077
B
Bai gidi:
Hinh 1-8

a. Trudc hét ta khao sét chuyén dong cua
diém B. Trong hé quy chiéu Oxy, diém B s&
chuyén dong thang doc theo tryc Ox.

Lap phuong trinh chuyén dong: Theo hinh v&, ta c6:
Xg = 2/ cosmyt
yp=0
Qily dao cta diém B 1a duong thang tring véi truc véan tdc cuia diém B:

VB

X

=X, =—2@,lsin @yt

V

By —
Gia téc diém B: W, =V, =X, =2}/ coswt

W,

By —
b. Khao sit chuyén dong ctia diém M.

3
x,, =—=/{cosayt

Phuong trinh chuyén dong: |
Yy = > Isin ayt

Khir tham sé t trong hé phuong trinh trén, ta ¢6 phuong trinh quy dao ciia dong
diém M:

. 2
sin@t = =
l
cos @t = “w
k14
7 y2
Binh phuong hai vé va cong lai: MM =]
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Quy dao cta dong diém M 12 mot duong ellip véi cdc ban truc % va é

. 1
, 7 Vi =V = > @, ! cos ayt
Van toc cua diem M:
VM

X

= ,! .
Ta c6: ‘VM‘ =X, + Iy :7‘)w/1+851n2 wyt

. 1 .
W, =¥, = —Ea)jﬁ sin @t

. 3 .
=X, = ) @, sin @yt

Gia tdc cua diém M: 3
W, =%, = - @}l cos myt

W] =i, + 3, =%2€«/1+800s2 o

Can Iuu y rang, ta c6 thé xac dinh dugc hudng cta vécto van tdc va vécto gia toc
theo nhirng cong thirc da hoc.

1.3. Khio sat chuyén dong ciia diém biang phwong phap toa dd tw nhién
1.3.1. Phuong trinh chuyén ddng cia diém

Gia st di biét trudc quy dao (y) cua dong diém trong khong gian quy chiéu. Ta
hay tim céch lap phuong trinh chuyén dong ciia dong diém ay (hinh 1-9a).

M

(2

Hinh 1-9a

Chon diém O tiy ¥ trén quy dao () 1am gbc va dinh mot chiéu duong dé tinh cung
trén duong cong (7). Ta goi géc OM = s 1a toa d cong ciia dong diém trén quy dao (s
l1a lvong dai $6).

RO rang vi tri cua M duoc x4c dinh duy nhét béi toa do cong s. Toa dd s la thong
s6 dinh vi cua dong diém M trén quy dao (y). Vay phuong trinh chuyén dong cua diém
M c6 dang:
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s = s(t) (1-7)
Pé xdc dinh van tdc, gia tde cla dong diém & dang toa dg ty nhién ta can ndm mot
sO tinh chat ciia duong cong da dugc trinh bay k¥ trong gido trinh hinh hoc vi phan.

1.3.2. Mét s6 tinh chat hinh hoc ciia quy dao

a. Hé toa d¢ tw nhién (hinh 1-9b)

Hé toa do tu nhién 1a mot hé g@)m ba truc vudng goéc voi nhau, dugc xac dinh nhu
sau:

Truyc tiép tuyén thuan 1a dudng tiép tuyén tai M, c¢6 huéng duwong di chon trén quy
dao.

Vécto don vi trén tryc nay duogc ky hiéu 7 .

Lay cung vd cing bé MM’ cia quy dao c6 gid tri ty do. Ta c6 thé xem gan diing
rang cung MM’ nim trong mdt mit phang () duy nhat qua M va chira tiép tuyén 7.
Mit phang () dugc goi 1a mdt phing mat tiép tai diém M cua quy dao. Trong mit
phang () ta ké dudng vudng géc véi tiép tuyén ciia quy dao tai diém M va dinh hudng
vé phia 16m cta quy dao. D6 1a phép tuyén chinh cua quy dao tai diém M. Vécto don
vi trén phédp tuyén chinh duoc ky hiéu 1a 7i .

+

Hinh 1-9b Hinh 1-10

Truc vudng géc v6i mit phang () tai diém m duoc goi 1a tryc tring phép tuyén
cua quy dao: Vécto don vi trén truc nay dugc ky hi¢u la b. Thuong ngudi ta chon b
saocho 7, ii, b 1ap thanh b ba thuan.

RO rang h¢ tryc toa do ty nhién Mtnb dugc x4c dinh nhu trén s€ thay ddi theo vi
tri cua dong diém M trén quy dao va phan dnh duwgc mdt phan tinh chat hinh hoc cua
quy dao.

b. D§ cong va ban kinh cong ciia quy dao tai mot diém (hinh 1-10)

81



Cho dudng cong quy dao (y) ciia dong diém M. Nhu da biét tir todn hoc:

Do cong cua quy dao tai diém M 12 mét sb duong k dugc x4c dinh theo cong thurc:

Ag

As

de
ds

k =1lim =
As—0

ds

dg

1

khi d6: = Z = p la ban kinh cong cua quy dao tai M.

R6 rang ban kinh cong p thay doi theo duong cong quy dao (). Véi duong
tron thi p = R = const. Vi duong thang thi p = co. Piém I trén dudng phép tuyén
chinh cdch M mot khoang bang p dugc goi 1a tim cong cua dudng cong tai M. V& mat
hinh hoc nguoi ta da chimg minh duoc rang véi do chinh xdc cao c6 thé coi cung
MM’ =ds 1a mot cung tron c6 tAm I ban kinh MI = p. Dudng trong trén tAm I ban
kinh NI d6 goi 1a dudng tron mat tiép tai M cta dudng cong.

1.3.3. Xéac dinh van toc va gia toc chuyén djng cua diem

Ta s€ xdc dinh nhitng hinh chi€u van toc va gia toc cua diém M trén cdc truc toa
do tu nhién.

a. Xac dinh van toc V cia diém M

Theo két qua trén, ta biét rang: Van toc 1% hudng theo tiép tuyén cua quy dao tai
M, nén c6 thé viét:

V=V.r7

T

Va do d6 chi can x4c dinh gid tri dai s6 V.. Ta ludn ludn co:

V

T

:M:m:m

Bay gid ta x4c dinh quan hé dau giita V.vas.Co thé xay ra hai trudng hop: Piém
M chuyén dong theo chiéu duwong va theo chiéu am di chon trén quy dao:

Khi M chuyén dong theo chiéu dwong thi mot mat vécto Vovaz cling chiéu,
nghia la V; > 0, mat khac khi d6 s luon luon tang theo thoi gian, nghia la s >0. Vay
V. va § ciing diu.

Nguoc lai khi M chuyén dong theo chidu 4m thi mot mat V va 7 trdi chiéu, nghia
la V; < 0, mat khéc s lai giam theo thoi gian, nén s <0. Vay trong truong hop nay V.
va § cliing dau. N6i tém lai V; va § ludn ludn ciing dau véi nhau. Ta c6:

V_=s(1) (1-8)
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Nghia la: Gid tri dai s6 cua van téc cua diém M trén tiép tuyén thuan béng dao
ham cap mét theo thoi gian cua toa d§ cong cua diém ay trén quy dao.

Gi4 tri tuyét ddi ‘V‘
biét chiéu chuyén dong cua diém thuan hay nguoc véi chidu duong dd chon trén quy
dao.

b. Xic dinh gia toc W ciia diém M

Goi W, W,, Wy la cac thanh phﬁn gia tdc cua diém M trén truc toa do tu nhién. Ta

CO:

W=W.+W,+W, =W.Z+W ii+W, b

T (1-3) va (1-8): W=V =%(V,¢) =V I+V.T

Trong hinh hoc vi phan nguoi ta da chirng minh duo: % =
s p
Vivay: 7=s%oy
ds P
Va do d6 biéu thic gia toc c6 dang W= V.T+ Vf.ﬁ
P
VZ S‘Z
Tur d6 suy ra: W, V =5; W =—F=—; W, =0.
p P

Nghia 13, gia toc ctia diém M nidm trong mit phang mat tiép cia quy dao & vi tri
dang xét va duoc phén tich ra hai thanh phan 1a gia tdc tiép tuyén W, va gia tbc phdp
tuyén Wn:

Trong dé: W:VC:jg';W:V_:
Yo,

Chd ¥ rang: Gia téc phdp tuyén ludn ludn hudng vé phia 1dm cta quy dao. Con gia

toc ti€p tuyén thi c¢6 thé huong cung chiéu hay ngugc chiéu véi van toc V.

¢. Y nghia ciia gia téc tiép tuyén va gia téc phap tuyén trong chuyén dong
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NGi chung V khéc khong. Do d6 gia téc phdp tuyén chi dong thoi triét tiéu khi chuyén
dong cuia chat diém 1a thang (p = o). Trong chuyén dong cong néi chung W, # 0. Nhu
vay gia toc phép tuyen khéac khong hay ludn ludn bang khong cho ta biét chuyén dong
1a cong hay 1a thang. Vdy W, déc trung cho suw bién doi vé hwéng ciia vécto vén toc.

Véi gia toc tiép tuyén: Vi W, =V., nén né phan 4nh tinh déu hay bién doi cta
Chuyén dong. Vivay W dac trung cho su bién doi vé dg 1ém cua vécto vin toc.

— Néu W, dong nhat triét tiéu thi V. = const, dong diém chuyén dong déu.

—  Néu W, khong dong nhét triét tiéu thi V. bién doi, chuyén dong la bién doi.
Trong truong hop nay, khi V.. W, > 0 (van tdc va gia tdc tiép tuyén ciing chiéu) thi
chuyén dong 1a nhanh déin, con khi V.. W; < 0 (véan toc va gia toc tiép tuyén nguoc
chiéu) thi chuyén dong 1a cham dan.

1.3.4. Chuyén dong déu va chuyén dong bién ddi déu
a. Chuyén dong déu 12 chuyén dong trong d6 toc do ludn ludn khong doi. Ta cé:

V.=V =const; W;=0
Bay gid néu ta chon chiéu chuyén dong khong d6i 1am chiéu duong trén quy dao,
thi phuong trinh chuyén dong duoc viét nhu sau:
s(t) = Vot + sg

so = 0 12 toa d6 tw nhién ban dau cta dong diém.

b. Chuyén dong bién ddi déu la chuyén dong trong dé gia tdc tiép tuyén khong doi
(hay goi 1a gia tbc déu: W, = a = const).

Tu dé suy ra biéu thirc ctia van tbe: V.=V =at+V,

Trong d6 Vj 12 van toc ban dau ciia dong diém, va phuong trinh chuyén dong cia
dong diém c6 dang:

2
s(t) =%+V0t+s0

Cubi cling ta can chd y rang: Chuyén dong bién d6i déu gdm chuyén dong nhanh
dan déu va chuyén dong cham dan déu theo chiéu duong hay chiéu am. Thong thuong
ta chon chiéu duong theo van tdc ban d§u170 va khi d6 néu a > 0 1a chuyén dong nhanh

dan déu, con nguogc lai a < 0 1a chuyén dong cham dan déu.

Vi du 2. Mot con tau chuyén dong cham dan déu trén quing dudong vong
cung AB = 1200m, c6 béan kinh cong déu va bang R = 600m. Lic vao dudng
cong con tau c6 van toc V1 = 54 km/h va ldc dén cudi duong ay né c¢é van tdc
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V2 = 36 km/h. Tim gia tdc cta con tau khi né & vi trf ban dau va vi tri cudi
quang duong.

Bai giai:

Con tau dugc coi nhu dong diém chuyén dong cham dan déu trén cung tron AB.
Chon chiéu duong trén quy dao 1a chiéu chuyén dong cta con tau. Chon gbc thoi gian
1a Idc con tau chay vao dudng vong, gbc toa do cong 12 vi trf ctia dong diém ldc dy. Ta
coH:t=tg=0vasy=0.

a. Gia toc ciia con tau & vi tri A (ban dau).
Tacé: W=W:+W, va ‘W‘ =W +W’

Chuyén dong cham dan déu nén: W, = hang s6 < 0.

batW.=a,vaytacé: V=V;-at
2
s=Vit——
2
Theo dau bai ta ¢6: V| = 54 km/h = 15m/s; V, = 36 km/h = 10 m/s; s; = 1200m.
Vay: 10=15-at
2
1200 =157~ 4
2
Suy ra a = 0,052 m/s>.
Vi o15°

Tir d6: W,=-0,052 m/s*; W, =— =——=0,375 m/s’
R 600

W, =+/(=0,052)* +(0,375)* = 0,4m/ s>

b. Gia toc cua con tau o vi tri B (vi tri cuoi):

2 2
W, =-0,052 m/s> W, AN\ T
R 600 6

2
Vay: W, = \/(—0,052)2 +(éj =0,2m/ s

Vi du 3. Mot chit diém chuyén dong theo phuong trinh: x = 2cosdt; y = 2sin4t;
z = 2t (dudng ren-vit). Xdc dinh ban kinh cong cua quy dao cta diém.

Bai giai:

85



2
Ban kinh cong ctia quy dao dugc xdc dinh theo cong thuc R = “//V_

Ta tim V va W,
Theo cong thuc da biét, ta co:
V=49 +2" =(-2.4sin4t)* +(2.4cos4t)> + 2> = 68

oV _

= 0
dt

W, = W2 —W} = + 57+ 2

Hay: W, = /(—2.4.4cos41)’ +(~2.4.4sin4r)* =52

PO L V: 68 1
Cudicungtacd: p=—=—=2—m
w32 8

n
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CHUONG II: CHUYEN PONG CO BAN CUA VAT RAN

Trong chuong nay ta s& khao sit hai dang chuyén dong co ban cua vat rin 1a
chuyén dong tinh tién va chuyén dong quay quanh mot truc cd dinh. Nhu sé& thiy vé
sau, moi dang chuyén dong phirc tap khéc cua vat ran déu duoc phan tich ra thanh cic
dang chuyén dong d6. Vi vay ngudi ta goi hai chuyén dong néi trén 12 nhirng chuyén
dong co ban cua vat ran.

Vi¢c khdo sit chuyén dong duoc tién hanh qua hai budc: Budc khdo sat chuyén
dong cua toan vat ran va budc khao sat chuyén dong cua cic diém thudc vat ran ay.

A. Chuyén dong tinh tién ciia vt rin

Vi chuyén dong tinh tién la don gidn nén vi¢c khao sat chuyén dong cia toan vat
va chuyén dong cta cic diém thudc vat dugc khdo sat dong thoi.

2.1. Dinh nghia va dic diém chuyén dong tinh tién

2.1.1. Pinh nghia. Chuyén dong tinh tién cua vat ran 13 chuyén dong trong d6 moi
duong thiang thudc vat déu ludn ludn khoéng d6i phuong. Vi du: Tau hoa chuyén dong
tinh tién ddi v6i mat dat khi con tdu chay trén duong ray thiang, bién tau hoa ludn ludn
chuyén dong tinh tién d6i véi khung gid mang dau mdy . v. v...

2.1.2. Pic diém cia chuyén dong

a. Dinh ly

Trong chuyén dong tinh tién, cdc diém thudc vt ran déu cé
quy dao nhu nhau va tai moi thoi diem chiing c6 cung van
toc va gia toc.

Chitng minh: Cho vat ran chuyén dong tinh tién. Ta chi can
khao sat hai diém bat ky A, B thudc vat, phai chiing minh:

—  Quj dao nhw nhau (nghia 12 quy dao diém A tring khit
quy dao diém B). Tu hinh v& (hinh 2-1) thong sb xdc dinh
cic diém A va B la: 7,, 7,. Ta c6 dang thuc:

F,=7,+AB

Trong d6 vécto AB la khong doi, nghia 1a ¢6 mdédun khong doéi vi khodng cach
gifra hai diém thudc vat ran c6 chiéu khong doéi vi vat ran chuyén dong.

87



Tu déng thuc do ta théy réng, vi trf cia diém B c¢6 thé nhan dugc sau khi dich
chuyén diém A 1én mot dai luong bing vécto hing AB dbi voi mot thoi diém bat ky.
Nhu vdy quy dao diém B ciing gidng nhu qui dao diém A.
— Vin téc va gia toc
Ta c6: 7, = F, + AB, dao ham theo thoi gian ta c6:
V=V (vi AB= const)

W5 =W 4 do A va B 13 hai diém bat ky thudc vat rin nén dinh 1y da duoc chirmg minh.

b. H¢ qua

Pé khao sdt chuyén dong tinh fién cua vdt ran ta chi can khdo sdt chuyén dong cua
mot diem thudc vat. Nén thong thwong nguoi ta lay tén chuyén dong cua diém dat tén
cho chuyén dong tinh tien cua vat.

Va lay van toc, gia toc cua diém lam van tdc, gia toc cua vat. Vi du: Xe O-td
chuyén dong tinh tién thang véi van tdc 5m/s va gia toc 0,2m/s” ...

B. Chuyén dong quay ciia vt rin xung quanh truc c6 dinh

Pinh nghia: Néu trong qud trinh chuyén dong vit ran cé hai diém luon ludn cé dinh,
ta noi rang vat ran quay xung quanh truc co dinh, truc co dinh di qua hai diém ay.
Truc do goi la truc quay.

Moi diém nam trén truc quay cé van téc bang khong, va mot diém bat ky thudc vat
khong nam trén tryc quay vach nén quy dao tron c6 mat phang quy dao vudng géc véi
truc quay, c6 tim quy dao nam trén tryc quay va ban kinh quy dao bang khoang céch
tir diém d6 dén truc quay.

Vi du. Cénh cira quay xung quanh hai ban 18 ¢ dinh 12 vat rdn quay xung quanh truc
cd dinh. Vat ran chuyén dong nhu vy c6 thé biéu dién bang hai md hinh: Khéng gian
va phang (hinh 2-2).

/

MO hinh M5 hinh phing

khong gian

Hinh 2-2
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2.2. Khao sat chuyén dong ciia vat rin

2.2.1. Phwong trinh chuyén dong z

du:ong ctia vat 1a chidu ma khi nhin tir mit truc z xubng vat,
thdy vat quay theo chiéu nguoc chiéu kim dong ho.

Dung hai mit phing T, va T qua truc quay cua vat. Trong ¢
d6 m, 12 mat phang cb dinh con 7 12 mét phang gan vai vat (hinh

Chon trén truc quay z mot huéng duong. Chon chleu quay y [

2-3). RO rang vi tri cua 7 s€ x4c dinh vi tri ctia vat. Goi @ la géc \/9
dai sO gitra hai mat phang m, va ®. Ta c6 thé chon ¢ lam thdng +)
s6 dé xdc dinh vi tri ciia vat quay quanh tryc ¢6 dinh Oz. Khi vat
quay thi géc @ bién thién phy thudc thoi gian, do dé phuong
trinh chuyén dong cta vat c6 dang:

¢ =o(t) (2-1)
Nguoi ta do gée @ bang radian (rad).

2.2.2. Van téc géc va gia tbc goc chuyén dong quay cia vat

Pé dic trung cho trang thdi chuyén dong quay cua vat, ngudi ta dua vao khdi
niém van toc goc va gia toc goc, dugc dinh nghia nhu sau:
a. Van tdc géc ciia vat

Van tdc géc trung binh cia vat trong khoang thoi gian At 1a lwong dai s6 ky hiéu
0.

_ P+ AD-9(t) _ A
" At At

Van tdc géc tirc thoi 1a luong dai sé ky hiéu o.

. Ap do
= 1 —_— == 2—2
S0 Ar e 7 (22

nghia 12: Vén tdc géc cla vat rin quay xung quanh mot truc ¢d dinh 13 dao ham cép
mdt theo thoi gian géc dinh vi cua vat ay.

R rang dau ciia o cho biét chiéu quay cta vat quanh tryc. That vay néu @ > 0 thi
@ >0 nghia Ia ¢ ting theo thoi gian va vat quay theo chiéu duwong di chon dé tinh ¢.
Ngugc lai ® < 0 thi @ <0 vat quay theo chiéu 4m dé tinh @.

Vécto van toe géc @ dac trung cho su quay cua vat dugc xic dinh:

=99k (2-2a)
dt
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Thr nguyén ctia van tde géc [w] —% don vila Ld , ky hi¢u % =s".
s S

Trong k¥ thudt nguoi ta con tinh téc d6 géc bang don vi vong/phit. Gia sir vat
quay n vong trong mot phiit khi d6 ta doi ra rad/s sé€ la:

27n _7zn (mdj

lwl= = — 2-3
60 30 2-3)

s
b. Gia toc goc cia vat

beé biét truc ti€p su bién thién cua van tdc géc, nguoi ta dua vao khai niém gia toc
g6c dugc dinh nghia nhu sau:

Gia toc goc cua vat dugc ky hi¢u € 1a dao ham cap mot theo thoi gian ctia van toc
goc.

dw
E=—=0 2-4
» (2-4)
= 2
Vécto gia toc géc cua vat quay: & = % = (jhgp k (2-4a)

Thir nguyén cia gia toc goc [£] = Tl don vi 1a 194 rad , ky hiéu ﬂ =57
s s

Bay gio két hop dau cua ® va & dé biét chuyén dong 1a quay déu hay bién doi
(nhanh dan, chdm dan). Ta c6 dinh nghia sau:

Chuyén dong quay dugc goi 1a déu néu toc do géc kh6ng dbi theo thoi gian nghia
12 ® = 0 = const. Tréi lai néu toc d6 géc thay doi thi chuyen dong quay duoc goi la
bién d6i néu | w!| ting thi chuyen dong quay 12 nhanh dan, néu | @! giam xudng thi

chuyén dong quay 1a cham dan.
Chu y:
Su bién d6i cta van tdc g6c o dugc dac trung boi su bién ddi cua ©”.

Xét: i(a))2 =2m.€, ta co:
dt

— Néu € =0 thi ® = const suy ra chuyén dong quay déu.

— Néu € # 0 thi ® # const suy ra chuyén dong quay bién doi.

Khi o, € > 0 thi ®’ tang (tirc 12 o cling ting) vat quay nhanh dan.
Khi o, € < 0 thi ®” giam (tic 12 o cling giam) vat quay chdm dan.

Nhitng diéu néi trén c6 thé biéu dién cu thé trén hinh vé& (hinh 2-4).
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P ® = hing s0 —619— ) € —(-:B— /
|
€
Quay déu Quay nhanh déu Quay cham dan
Hinh 2-4

Chiéu miii tén vong bicu dién ® diing dé chi chiéu quay ctia vat, con chiéu miii tén
vong biéu dién € khong c6 lién quan gi dén chiéu quay cua vat ma chi dé biét vat quay
nhanh dan hay cham dan.

Tuy céch xdc dinh chiéu am duong ma ta cé chuyén dong quay nhanh dan hodc
cham dan theo chiéu am hay theo chiéu duong.

2.2.3. Khao sat vai chuyén dong dic biét

a. Chuyén dong quay déu
V6i o = const thi chuyén dong 1a quay déu, chon chiéu quay cua vat 1am chiéu

dwong dé tinh géc, khi d6 ta c6:

=0 3
o=, >0, do dé: { voi Qg 1a gbc quay ban dau.
Q=@+

b. Chuyén dong quay bién ddi déu

Vi € = const thi vat quay bién doi déu ta suy ra ® va ¢ nhu sau:

et’
O =+ et (p=¢0+a)0t+7

Cong thirc nay md ta hai qua trinh chuyén dong quay nhanh dan va cham dan déu.
Ta c6 thé viét cong thuec:

& = const

w=w,*et
et’
P=¢t O E—-

Vi didu kién chon chiéu duong tring véi chiéu quay ban dau cia vat, trong céc
phuong trinh d6 dau (+) tng véi truong hop quay nhanh dan con ddu (-) Gng voi
truong hop quay cham dan. Cic phwong trinh chi ding cho dén khi vat ding lai.
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Vi du 1. Mot dong co khoi dong tir trang thai nghi, quay nhanh dan déu véi gia tdc
gbc € = 2s7. Hoi t6i khi dat téc do n = 3000v/p thi dong co dd quay duoc bao nhiéu
vong.

Bai gidi:

Vi vat quay nhanh déan tir trang thdi nghi nén chon @y = 0 ta c6 cdc phuong trinh

chuyén dong sau day:

M £ Stz
€ =hang s0; ® =€t ; (pZT

2
Tir d6 suy ra hé thirc: ® = 2eQ nén @= Z)—, nho dé ta tinh dugc géc quay
£

cua vat khi toc do géc dat n = 3000 vong/phuit.

2 2 2 2
@ 1 (@j _°3000° 00

= 20 \30) T 22730

2.2.4. Vécto van tdc géc @ va vécto gia tdc géc €

Day Ia hai khéi niém nham bi€u dién cu thé va gon gang nhitng dac di€ém néi trén
cua chuyén dong quay cua vat.

zZ
a. Vécto van toc goc
Véc to van tde gbc ki hiéu 1a @ duoc xac dinh nhu sau: @ nam ®
trén tryc quay cua vat sao cho khi nhin tir ngon dén goc vécto @ sé ~
thay vat quay ngugc chiéu kim dong ho va: kT
|&l=l ol=|¢] -
Hinh 2-5

Goi k 1a véc to don vi trén truc quay thi ta cé:
| &= wk = gk (2-5)
‘Hé thl’Ic‘ (2-52 dugc nghiém ding trong ca 2 truong hop vat quay nguocva thuan
chiéu kim dong ho quanh tryc quay.
b. Véc to gia téc géc
Véc to gia tde g6c dugce dinh nghia nhu sau: € = ) (2-6)
Tac6 thé viét nhusau: E=e.k =k =p.k (2-7)

Nhu vdy vécto & ciing ndm trén truc quay.
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ol
I
o

ol

C
C
C

Hinh 2-6

c. Biéu thirc tinh bién ddi chuyén dong theo ® va &
— Chuyén dong quay déu € = 0, = const.
— Chuyén dong quay nhanh dan: m.e >0 suyra @ va & cing chiéu.

— Chuyén dong quay cham dan . <0 suy ra @ va & nguogc chiéu (hinh 2-6).

2.3. Khao sat chuyén dng ciia cic diém thude vat

2.3.1. Quy dao va phuwong trinh chuyén dong

Quy dao cua diém M bat ky thudc vat la duong tron, cé D)
tdm I nam trén tryc quay, c¢6 ban kinh IM 12 khoang céch tir
diém d6 dén truc quay (hinh 2-7) ta khao sat diém theo toa do \\m

tw nhién. AT
Tai thoi diém ban dau t = 0, gia sir mat phang T = 7, goi M

A la giao diém qua mat phéng Ty vOi quy dao () cua diém M.
Sau khoang thoi gian t thi phwong trinh chuyén dong cua vat Hinh 2-7
quay quanh truc 1a @(t) khi d6 diém M quay di mot géc
AIM = @(t). Lay cung AM =S ta c6:
S = IM.o(t) = R.o(t)
Phuong trinh chuyén dong cia diém M 1a: S = R.(t) (2-8)

2.3.2. Van toc va gia toc cac diem thugc vat

Gia su biét chuyén dong quay cua vat hay tinh gié tri van toc va gid tri gia toc, xdc
dinh chiéu cua ching.

a. Van toc cac diém thugc vat V
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Ta da biét van toc cua diém ti€p xuc voi quy dao cua nd, va V hudng theo chiéu
chuyén dong, nén vécto V hudng thuan theo chiéu quay cua vat. Con gia tri ‘V‘ duoc
tinh nhu sau:

‘V‘:ISI:RI(/')I:RIa)I (2-9)

Hinh (2-8) biéu thi so d6 phan bd vén téc cic diém thudc vat trén mot tiét dién
vuong gbéc vai truc quay, quanh tryc quay.

Hinh 2-8 Hinh 2-9

b. Giatéc W ciia diém thudc vat
Piém M chuyén dong tron nén ta c6 (hinh 2-9): W=W.+W,

— Trong d6 W, hudng vao tam I cia quy dao va cé gia tri:

2 2\2
VRV

.
P R

— Con gia tdc tiép tuyén W huéng cling hay nguoc chiéu véi V vacé gid tri la:

W =1§1=Rlel (2-10)
— Gia tdc toan phdn W ¢6 gid tri: ‘VT/‘ = \/W,Z +W? = RV + & (2-11)
va hop véi W, mot goc a, co:
zga:‘g—zz%:'wiz' (4-12)

Tir nhitng két qua trén ta suy ra so do phan b
gia toc cac diem thudc vat trén mdt tiét dién vudng
gbéc véi truc quay, xung quanh truc quay (hinh 2-
10).

Hinh 2-10
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Vi du 2. Vat nang A dugc kéo 1én theo quy luat
2
X =%. Thong qua diy cdp mém khong dan né kéo

vat bang tryc toi c¢6 ban kinh r quay quanh truc O ¢d
dlnh Tim van toc géc va gia toc géc cla truc toi lic
= 3s (hinh 2-11).

Bai giai:

Theo dau bai vi diy khong dan nén vén toc cua Hinh 2-11
mot diém trén vanh toi cling bang van toc mot diém
thudc day va clung tri sO van toc cua vat ndng A vay ta cé:

V, =V, =i=at

at
Suyra: Vyy= 10 - o=—
r

N . a e 2 2z ; M \ - A 2. 2A
con € =w=—. Keét qua d6 chi ra rang truc toi quay bién doi déu.
r

3a _, a _
Tait;=3sthi o=—s"' va e=—s".

r r

Vi du 3. Mot soi day khong dan duoc cudn vao vanh banh xe ¢
truc quay nam ngang budc tai trong P. O thoi diém nao d6 tai
trong bat dau roi véi gia tbc W, va lam quay banh xe. Hay tim MR
gia toc toan phan cia mdt di€m trén vanh banh xe 1a ham s6 cua
do cao h (1a d6 dich chuyén cua tai trong P), ban kinh banh xe 1a
R. Van téc ban dau cua tai trong P bang 0 (hinh 2-12).

Bai giai: Wo
Vi ddy khong dédn nén gia toc tiép tuyén cia diém M thuge P 2
vanh banh xe cling bang gia toc mdt di€m trén day va cling bang h

— r
Wo. Vay ta co: —

. W Hinh 2-12
Wo=W, —>W0:Re:e:?°

Banh xe quay quanh nhanh dan déu. Chon thoi diém ban dau ty = 0; @y = 0; 0 = 0.
Dé xé4c dinh gia toc toan phan cia diém B thudc vanh banh xe ta ding cong thirc:

\VTIB N (1)

Trong d6: € = % = const
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Vay:  o=[edi= W, 2)
) R

2

Suy ra: ¢:ja)dz=“2/°lfa vih = ¢R.
0

Vay 1= % thay vao (2) ta c6: a):% %
W, RA\W

2 4
R Yo | Mo 2R W fea
R R\W,| R

c. Biéu dién vécto van toc V va gia toc W theo vécto van toc goc @ va gia tdc
goc €

Thay gid tri € va ® vao (1) ta cé: VvB

Cho vat rin quay xung quanh truc cd dinh c6 @ va &
nhu hinh v& (hinh 2-13). Theo cdch xdc dinh van tc vV é

N

trén ta c6 gia tri: ‘\7‘ =Rlwl

Lay diém O cb dinh trén truc quay ta co: OM =7 201
y=(@,7) tacé:

‘V‘:R.Ia)lzlrsinal.la)l

Mit khéc: V thang géc voi mat phang chira MI va truc
quay, nén ciing vudng géc véi mit phang (@, 7). Chiéu cua

V hudng theo chiéu quay cta vat nén né tao voi @, 7 thanh

R R Hinh 2-13
bd ba thuan.
Vay ta c6 cong thirc tinh van tdc ctia M:
V=@AF (2-13)
Tir d6: W=9%  ;randr
dt dt
Trong dé: V77:§AF s W, =¢eR

VVZ:(D/\V ; Wn=u:2.R

Cic cong thirc nay s& dugc st dung khi khao sét cic chuyén dong phuc tap, nhu
chuyén dong quay quanh mét diém cd dinh, chuyén dong ty do cta vat ran.

Cong thuc (2-13) la cong thic co ban cua dong hoc vat ran, 2oi la cong thic O-le.

96



CHUONG III: CHUYEN PONG PHUC HQP CUA PIEM

Trong Chuong I ta da khao sit chuyén dong cua diém so v6i hé quy chiéu da chon
duogc coi 1a ¢b dinh. Trong chuong nay ta s& khao st chuyén dong cua diém ddi véi he
quy chiéu dang chuyén dong véi hé quy chiéu khic da chon duoc coi 1a ¢6 dinh.

3.1. Cac dinh nghia
3.1.1. Chuyén dong tuyét déi, chuyén dong twong ddi va chuyén dong kéo theo

Cho dong diém M chuyén dong voi vat Z
(S), vat (S) lai chuyén dong doi voi heé O;x,. M
y1Z; da chon lam h¢ ¢ dinh. Nguoi ta gén hé
toa d§ Oxyz voi vat (s). Khi dé thi hé quy

chiéu O,x,y,z; 12 hé quy chiéu ¢ dinh hay 1a « y
hé quy chiéu tuyét ddi, con hé quy chiéu

Oxyz 12 hé quy chiéu dong hay hé quy chiéu 0 y,
1

twong ddi (hinh 3-1).
Chuyén dong cua diém M dbi véi hé quy  x,

chiéu ¢b dinh (hé quy chiéu tuyét déi) Hinh 3-1

O,x,y,1z; 12 chuyén dong tuyét ddi. Chuyén

dong cua diém M ddi v6i hé quy chiéu twong dbi Oxyz 1a chuyén dong twong ddi.
Chuyén dong cua vat (s) (hay h¢ dong Oxyz) ddi hé ¢ dinh 0x1y1z; 1a chuyén dong
kéo theo.

3.1.2. Van tdc, gia toc tuyét doi, kéo theo ciia diém

Vian tdc, gia téc ctia dong diém M trong chuyén dong tuyét d6i (ddi véi hé quy
chiéu O,x,y,2,) 12 van téc va gia tée tuyét déi, ky hidu Vi va Wy .

Van tdc va gia téc ciia dong diém M trong chuyén dong twong dbi (dbi voi hé quy
chiéu Oxyz) 12 van toc va gia toc twong ddi ctia né. Ky hiéu \7?4 va Wiw .

Van tdc va gia tdc kéo theo cla dong diém M la van tdc va gia tdc cua diém M
gn chit voi hé dong, tai thoi diém khao sat tring véi vi tri cia M. Ky hiéu Vi va
—M

W@.

Mdi quan hé giira van toc va gia tc di trinh bay ¢ trén duoc thé hién trong céc
dinh 1y hop van tdc va hop gia téc dudi dy.
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3.2. Dinh Iy hop vén toc

Phdt biéu:
Tai méi thoi diém vén téc tuyét doi cua dong diém bc%ng téng hinh hoc vén téc twong
doi va van toc kéo theo cua né.
Vo=V,.+V,
Chung minh:
Bang cdch ding dinh nghia céc loai chuyén dong & trén dé tinh truc tiép céc van

toc V., V, va V., sau d6 so sanh véi hé thic (3-1).

Hinh 3-2

Xét diem M chuyén dong ddi voi hé dong Oxyz, dong thoi hé Oxyz lai chuyén
dong voi hé ¢6 dinh O X1y1z1. Goi i, J, k 1a céc vécto don V1 trén cac truc cua hé toa
d6 dong Oxyz. Khi d6 phuong trinh chuyén dong tuyét ddi cia M 1a: p=p(),
phuong trinh chuyén dong twong ddi cia diém M 12 7 =7(r)=x.0 +y.] +z.k nhin
vao hinh vé (hinh 3-2) ta cé6:

P=T+F=F+xi+y.j+zk

Ta c6: Va—d—p dr0+dx f+@.]+%.l€+xd—l+yd—]+z%
dt dt dt dt dt dt ~dt dt

v :dr dx~+dy dz - —

+—k [ aklacacvectohan
g a Ta T &

Bay gio tinh van tdc V.: V. =V y-. Theo dinh nghia van tc kéo theo thi diém M"
tai thoi diém khao st tring v6i diém M, nén phuong trinh chuyén dong 1a p,,. = A(r)

trong d6 x, y, z 12 c4c hang sb. Vay:
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Ve=Vu =%=%+xd—l+yd—]+z%
dt dt dt dt dt

Nhin vao céc biéu thirc van téc ciia V., V, , V. ta suy ra hé thirc (3-1) va dinh 1y
dugc chirng minh.

Cudi ciing can chd ¥ rang:
a) Ti hé thic (3-1) ta suy ra d 16n cta van toc V.: Néu goi gbéc gitra hai vécto
V.vav, bang «, ta co:

V=V 4V +2vV, cosax

b) Ta c6 thé coi hé dong Oxyz nhu mdt vat ran chuyén dong téng quét, cd van tdc
goc la @,, khi do theo cong thurc ole:
7 = . 2 = dlg — -
=WAl; J=—=0ON]; k=—=0, Ak

dt dt ¢ dt ¢

1

Tir d6 van tdc kéo theo ciia diém M c6 thé viét dudi dang:
Ve=Vo+@,(xi+y j+z.k)=Vo+@ AT
Vay hé thirc (3-1) cédang: V.=V, +Vo+@, AT (3-1a)

Néu hé dong chuyén dong tinh tién thi: @, =0 va V, =V, +V, (3-1b)

Vi du 1. Giai thich hién tuong: Trong diéu kién ling gié hat mua xién ddi véi
ngudi ngdi trong xe hay 1a dang chuyén dong (hinh 3-3).

Hinh 3-3

Gia su con tau dang chuyén dong véi van toc # doi véi mat duong. Con hat mua
roi thang dimg vadi van toc V. Ta s€ tim van toc twong doi cua hat mua doéi voi con
tau.

Khao sat chuyén dong cua hat mua. Chon mat dat 1am hé quy chiéu c6 dinh, toa
tau 1am h¢ quy chiéu dong.
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Van toc cua hat mua do6i véi mat duong la van toc tuyét doi V., =V . Van toc theo
cua n6 tim dugc nhu sau: Tudng tugng gan M vai toa tau né s€ lai b1 kéo di voi van

tc i . Vay theo dinh nghia Ve=ii.
Ap dung hé thirc 2-1)tacé: V, =V —ii
Dua trén hinh vé& (hinh 3-3) ta thiy hat mua roi xién ddi véi toa tu va c6 trj so:

V. =\u’+V’

Vi du 2. Giai thich hién tuong con thuyén sang chéo —

dong sdng (hinh 3-4). Gia sir con thuyén sang ngang dong V., v
nudc chay. Van tdc ctia dong nudc 1a V, van tbc ciia con V.
thuyép trén méF nude 1a i hu:‘éng vuong goéc voi V. Tim M ,
van toc tuy¢ét doi ciia con thuyén vai bo song.

Hinh 3-4

Bai giai:

Ta khao sit chuyén dong cua con thuyén xem nhu mot dong diém. Chon hé dong
la dong nudc chay, h¢ co dinh la hai bo song.

R rang van toc twong ddi ciia dong diém bang V. =ii, van tdc kéo theo cua né 1a
Ve=V.

Theo (3-1), tacé: V=V +ii

Tir hinh vé ta thdy, dbi véi bo song thi con thuyén qua song chéo dong nudc voi

A A 2 2
vantoc: V. =V +u

3.3. Pinh Iy hop gia téc — Gia tdc Coridlit
3.3.1. Pinh Iy hop gia téc

Tai moi thoi diém gia tdc tuyét d6i cua dong diém bang tong hinh hoc gia tdc
tuong doi, gia toc kéo theo va gia toc Coriolit.
Wa = Wr + We +WC
Chung minh:

Ciing gidng nhu chtng minh dinh 1y hop van tdc, ding dinh nghia tinh tryc tiép ..,
W., W.. Sau d6 so sanh W, va téng W, +W., dai lugng con lai la gai tbc Coridlit
Wa :Wr +We +WC .

Ta co:
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—  d=\ = d% d*] d*% d’x. d’y - d’z -
=—|V.)|=Ws+x + +z + d+ L+ k
( T T e e T ar Y T ar
+2 ﬂ.d—l+dy dJ dz.%
dt dt dt dt dt dt

2
~
~—

—  d’x - d’y - d’z - N Y
W, = x.i+ y.j+dzz.k (trongdé i, j, k lacdc vécto hang)
t t

—  — 4% d*j  d% C
W.=Wsp+x + +z X, Y, z la cac hang so
P T e dt’ (x.y gs0)

dx dl dy d] dz dk

Ta goi luong 2| —
dt’ dt dt dt dt dt

J 1a gia téc Coriolit, ky hiéu We.

T d6: Wo =W, +W. +W¢ va dinh ly dugc chimg minh.

RG rang d6 16n cua gia tde tuyét doi W bang do dai duong chéo hinh hop ma ba
canh la ba thanh phan gia tbc W, , We, We.

3.3.2. Biéu thirc gia téc Coridlit

Biéu thuc Coriolit c6 dang sau:

— dx di dy d] dz dk
We=2| —— ——
dt dt dt dt dt dt

d dy,. =+ dz;. -
z(df(a)A,)+d_f(a)€A,)+d_j(a,€Ak))

farergnsi]

dt dt dt
Viy: We= 20, AV,

@*

Tu do6 ta suy ra: Phuong W vudng géc voi mat
phang chita @, va V., chiéu cia W sao cho lap

vOi @, va V. mdt b ba thudn (hinh 3-5).

D0 16n cua W bang: =

o We
We|= =21a,1.V| sina 200
R rang gia toc Coridlit triét tiéu khi xay ra mot
trong cic truong hop sau:
Hinh 3-5

a. @ =0, tec la chuyén dong kéo theo
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(chuyén dong cua hé dong) la chuyén dong tinh tién.

b. V. =0 tic 1a dong diém diém ding yén v6i hé dong (trudng hop cin bing
tuong d6i).

¢. @, cung phuong voi V. (trudng hop dinh dc dong hoc).

Vi du 3. Vau chuyén dong tinh tién c6
dang hinh tam gidc, mit dan ctia n6 nghiéng Z

mw

v6i truc Ox mot géc o. Hay xdc dinh gia
tbc cua thanh tua trén vau va truot tu do
trong cdc 6 bi, biét rang vAu chuyén dong
v6i gia toc khong d6i W, va thanh truc giao
voi truc Ox.

Bai gidi:
Do thanh BC chuyén dong tinh tién,
nén dé xdc dinh gia tc ctia né, ta chi can Hinh 3-6
xdc dinh gia toc cua diém C (di€ém ti€p xuic
giita thanh va vau tam gidc A) thudc thanh.
Gan hé c6 dinh vao mat ngang, h¢ dong vao véu, C 1a diém khao sét. Khi d6:
— Chuyén dong cua diém C ddi v6i vau 1a chuyén dong twong ddi cua diém C
huéng doc theo miat nghiéng ciia vau.
— Chuyén dong tinh tién theo truc Ox la chuyén dong kéo theo. Gia toc kéo theo
ctia diém C theo dinh nghia s& bang W.=Wo.
— Piém C thudc thanh BC chuyén dong tinh tién theo phuong thang dung 12 tuyét
d6i. Gia tdc tuyét d6i huéng doc BC. Theo dinh 1y hop gia tdc ta cé:
—C —C —C —C
Wa = Wr +W(; +WC
vi @, =0( vau chuyén dong tinh tién), nén gia téc Coridlit triét tiéu, va:

—C —C —C
Wa :Wr +Wg

Nhin hinh v& (hinh 3-6) ta tinh dugc: W =W rga =Wtz

Vi du 4. Mot dong co quay theo quy luat @ = ot (w = hang s6) ngudi ta gan thanh

OA =/ vudng goc vabi truc cia nd. Trong khi dé6 dong co dién dat tu do, nén thyc hién
dao dong diéu hoa theo phuong nam ngang trén bd mdy theo quy ludt x = asin ar . hay

. . X L. .2 C oy e aeR T .. N
x4c dinh gia toc tuyét doi cuia diém A tai thoi diém ¢ = Ey" gidy (hinh 3-7).
0]
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Bai giai:

Gan h¢ dong vao dong co, hé c6 dinh vao bé¢
may. Theo bai ra ta c6:

Chuyén dong diém A quay tron quanh truc
dong co (hé dong) la chuyén dong tuong ddi, véi
van tdc géc bang ¢ = w=hang s6. Do d6 gia toc

tuong d6i ciia diém A bang W, =W, hudng tu
AvaoOvaW =@’ OA=w’ (.

Chuyén dong cia dong co theo phuong
ngang d6i v6i bé may 1a chuyén dong kéo theo.
Viay gia téc kéo theo cia A la Hinh 3-7
W, =i=-aw’sinax, huéng theo phuong

ngang. Chuyén dong cta diém A so v6i bé mdy 1a chuyén dong tuyét ddi.

Tacé: W,=W,+W.+W¢

vi chuyén dong kéo theo 1a tinh tién nén We=0: W.=W,+W.

2
s =—aw
2w

Tai thoi diém 1= thi =2 nén W,
2w 2

va cdc thanh phan gia tdc biéu thi nhu hinh v& (hinh 3-7).

= JU@) +(~aw’)} = PN +d°

Do We LW,, ta suy ra: ‘Wa

Nhdén xét: Hai vi du trén cho ta trudng hop gia toc khi chuyén dong kéo theo 1a
tinh tién. Dudi day ta s& 1am quen trudng hop gia toc diém khi chuyén dong kéo theo
quay quanh truc c¢d dinh.

Vi du 5. Tam gidc vudng ABC quay quanh canh AB véi gia tdc géc 1a hang
s6 € = 0,557, van téc géc ban dau bang khéng. Theo canh huyén BC c6 diém M
chuyén dong theo quy ludt sau s = BM = 10t (cm). Xdc dinh gia tc tuyét d6i cua
diém M tai thoi diém t = 2s, cho AC = BC.

Bai giai:

Theo du bai ta ¢6 thé phan tich chuyén dong nhu sau:

— Chuyén dong ctia diém M ddi vai tryc quay 1a tuyét dbi.

— Chuyén dong cua diém M doc theo BC ddi voi tam gidc 1a khong ddi. Khi d6
V. =5=10cm/s vaW=§=0.

103



Tam gidc ABC quay quanh truc AB 13 chuyén 215
dong kéo theo, vi quay bién ddi déu nén ta c6 o = et
(lic dau w, = 0). Gia tdc kéo theo cua diém M 1a gia
tbe tuyét dbi cia M" thudc BC, nén duoc phan lam
hai thanh phdn W, va W, . Theo dinh 1y hop gia téc Wel| -
ta co:

Wa :Wr +We +WC

Vi Wr:(), WEZWZ'i'WZ, WCZZ@EAVr,

nén: W.=W.+W. + 2@, AV,
Tai thoi diém t = 2s thi: s = BM = 20cm. Hinh 3-12

V2

MN = BM sin45° = 207 =10v2 cm

Do d6: W.l=eMN =0,5.1072 = 5v2 cms™

—_—

W. =@ .MN =0,5.2.104/2 =102 cms™

W =2a AV,

=2@,.V, .sin45° = 2.1.10% = 1032 ems™

Chiéu cua cdc thanh phan gia toc dugc chi ra trén hinh ve.

Ta suy ra gia toc tuyét d6i cua diem M la:

W, =W + W7+ W) =J10v2) + (542 +1042)?
= \/(10\/5)2 +(15v2)” = 10\/6,—5 =255 cms™

Vi du 6. Khao sat chuyén dong cua hat 1ong chay doc theo mot ranh cong trén rdto
quay quanh truc O cb dinh. Gia thiét rang réto quay quanh truc O 1a quay déu véi toc
do goc 1a o va hat 1ong chuyén dong déu voi van tde tuong ddi v, trong ranh. O vi tri
cua vao ban kinh cong cua ranh la p va ban kinh quay cua roto 1a r, géc nghiéng ctua
ban kinh quay 12 o. Tim van toc va gia toc tuyét ddi cia hat 1ong véi gid mdy (xem
hinh 3-9).

Bai giai:
Khao sit chuyén dong phirc hop cta hat 16ng 1a mot dong diém.

Chon r6to 12 hé quy chiéu dong va gid may 1am hé quy chiéu c6 dinh.
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Chuyén dong tuong d6i cua hat chat long 1a chuyén dong cong déu trong ranh,
chuyén dong kéo theo 12 chuyén dong quay déu cua roto quanh truc O, chuyén dong
ctia hat 1ong ddi véi gid mdy 1a tuyét ddi can xdc dinh.

Hinh 3-9

a) Xdc dinh van téc tuyét doi
Ap dung dinh 1y hop van toctaco: Vo=V, +V.
O day: \7, da cho, tiép xiic vdi ranh; con V. hudng vudng géc voi ban kinh quay
OM theo chiéu quay cua roto va c6 gia tri bang:
V.= O0OM.0y =r.0)

V,vaVv. tao v&i nhau mot géc o, nén theo (hinh 3-9) ta c6:

V, = V24V +2VV, cosa

Hodc c6 thé tinh:

V, = V2 +V2 =V, +V, cosa)’ +(V,sin@)’ =V +V} +2V,V,cosx

b) Xdc dinh gia toc tuyét doi cua hat long
Ap dung dinh 1y hop gia téc: W, =W, +W.+Wc (*)

2

Theo gai thiét hat long chuyén dong déu trong rinh nén W =W"= Y, vécto W,
Yo,

huéng tir M vé 1.
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Vi réto quay déu, nén gia toc kéo theo ctia diém M (1a gia tc tuyét ddi cua tring
diém M" thugc roto tring véi M) chi ¢6 mot thanh phin W, =W, (W. =0), huéng tir
M vé O, véitri s6: W, =ray .

Gia toc Coriodlit duge xéc dinh theo cong thuc: We= 20, AV,

O day @, = @,, huéng vudng géc voi mat phang hinh v& qua O vao phia trong,
nén chiéu We duoc xac dinh nhu (hinh 3-9).

Con tri s6: ‘Wc‘ = 2‘@ AV,

=2, V,sin90" = 2@V,
Chiéu h¢ thirc (*) 1€n cdc tryuc toa dd Mxy ta cé:
W, =W.-W")sina

W, =W'-W.)cosa-W;

W2 =W, -W") sin’ a+[(W, =W, )cosa W]’

v2Y V2
:[2er - J +(ra})’ +2QawV. ——)ra, cos
p p

v Y v
W= (2ra)0 ——’j +(ra})’ +2ra,( 2@V, ——)cos
p p

106



CHUONG IV: CHUYEN PONG SONG PHANG CUA VAT RAN

4.1. Khao sat chuyén dong cia ca vat

4.1.1. DPinh nghia — M6 hinh khao sat

Chuyén déng song phdng ciia vdt ran la chuyén dong trong dé méi dzem thugc vat
luon luon di chuyen trong mot mdt phang song song voi mgt mat phdng cé dinh cho
trieée, goi la mdt phang co sé (con goi la mdt phang quy chiéu, hay mdt phdng nén).

Tlo

| i
777770707777

Hinh 4-1 Hinh 4-2

Vi du. Co cau thanh truyén tay quay, chuyén dong trong mit phang hinh vé& (hinh 4-2),
¢6 AB thuc hién chuyén dong song phang, ...

Nhan xét

Tir dinh nghia vat rdn chuyén dong song phang, ta thiy rang mot doan thang AB
bat ky gan vai vat va vudng géc voi miat phiang quy chiéu s& chuyén dong tinh tién, tirc
12 chuyén dong ctia moi diém trén doan thang AB 13 nhu nhau (hinh 4-1).

Néu cit vat bang mot mat phang m song song voi T, ta duge hinh phing S. Néu
biét chuyén dong cua mot diém M, bat ky thudc s thi s& biét chuyén dong ciia moi
diém trén doan thang A,B; vudng géc v6i mit phang my va qua M. Tir d6 suy ra, néu
ta biét chuyén dong cta hinh phang S thi s& biét chuyén dong cua ca vat. Nhu vay, tir
viéc xét chuyén dong song phang cta ca vat chuyén vé chi can xét chuyén dong cua
hinh phéng (thuQc vat) trong mat phéng cua no.

Chii y: Dé thuan loi cho viéc khao st sau nay ta coi mat phing T, tring v&i mét phang
. Hinh phang S gan chit v6i miat phang T chuyén dong trong mit phang . T, duogc
goi 12 mit phang ¢ dinh, con 7 goi 1a mat phang dong.
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4.1.2. Phan tich chuyén dong ciia hinh phing

Dinh ly 1

Moi dich chuyén ciia hinh phang trong mdt phang ciia né
déu c6 thé thiee hién dwoc bang mét phép tinh tién cing
VOi cuc va mot phép quay quanh cyc do.

Chitng minh: Cho hinh phang dich chuyén tir vi trf I
dén vi trf II. Ta phai chirng minh rang, bang phép tinh tién
cung véi cuc A va phép quay quanh A mdt géc @ thi vi tri
I dén vi tri IT (hinh 4-3).

Hinh 4-3

That vay, néu chon cuc 1a A thi phép tinh tién cing véi cuc A s& dua hinh phang
(AB) vé (AB)) va phép quay quanh A; mdt géc @ s& dwa hinh phang vé II. Con néu
chon cyc 1a B thi phép tinh tién cting véi cuc s& dua hinh phang (AB) vé (A/B,) va
phép quay quanh B; mot géc @ ciing s& dua hinh phang vé II.

Qua dinh Iy ta thay rang phép tinh tién phu thudc vao viéc chon cuc, con phép quay
khong phu thude vao viéc chon cuc. Vi vy géc quay ¢ dac trung cho géc quay cua toan
hinh phang.

Dinh Iy 2

Moi dich chuyén khong tinh tién ciia hinh phang trong mdt phdng ciia né déu cé thé
thue hién dwoc bang mot phép quay quanh mot tam xdc dinh voi mot goc xdc dinh.

Chitng minh: Gia sir hinh phang & vi trf T
duoc dic trung bang AB, & vi tri II duge dic
trung bang A,B; do AB chuyén dich dén.

Trong truong hop AB khong song song
voi A By, khi d6 ta x4ac dinh tdm quay P nhu
sau. Dung hai duong trung truc cua AA,| va
BB, giao diém chinh 12 P. RS rang hai tam
gidc PAB va PA;B; bang nhau. Vi vay khi
quay hinh phang & vi tri I quanh P mot géc
a+ B thi tring voi hinh phang & vi tri 11

Tam P goi la tam quay httu han (hinh 4-4).

Tam quay tirc thoi, dwong lan, dwong can cw

Ta coi chuyén dong cua hinh phang nhu mot diy cic yéu tb di chuyén vo ciing bé.
Theo dinh 1y trén, ing véi mdi yéu t6 di chuyén vo cling bé c6 thé thuc hién bang mot
phép quay quanh mét tdm xdc dinh. Hinh phang s& quay quanh tim tai thoi diém cho
trude, ta goi tdm do 1a tAm quay tuc thoi.
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Khi hinh phang chuyén dong tim quay tirc thoi s& bién thién lién tuc va vach 1én
dudng cong lién tyc.

Quy tich tim quay tic thdi ndm trén mat phang dong goi 1a duong lan.

Quy tich tim quay tirc thdi ndm trén mat phang c¢b dinh goi 12 dudng cin cu.

Tai mdi thoi diém dudng ldn va dudng cin ct tiép xdc nhau & mot diém, diém d6
chinh 1a tam quay ttc thoi.

Hinh 4-5

That vay, tai thoi diém nao d6 tim quay tic thoi (1) cia mat phang c¢b dinh tring
véi tan quay tac thoi (1) cia mat phéng dong. Sang thoi diém sau hai diém (1,) va
(1,) tach roi nhau, (1) ding yén trong mat phéng ¢ dinh, (1,) dirng yén trong mat
phang dong nhung lai chuyén dong trong mit phang ¢ dinh. Ly ludn tuong tu cho tim
quay tuc thoi (2¢) va (2y), ... (hinh 4-5). Nhu vay, tam quay tirc thoi tuong Ung véi cac
thoi diém sé& vach 1én dudng cong lién tuc d6 1a duong lan va duong can ctr. Tai mdi
thoi diém hai duong nay sé tiép xiic voi nhau & mot diém duy nhat, diém d6 1a tdim
quay tuc thoi.

Vi du. Vong tron O lidn khong truot trén duong thang d, thi vanh ngoai cta vong
tron D sé& 1 duong lan, con duong thang d 14 duong can cir. Piém tiép xiic gitta chiing
chinh la tam quay ttrc thoi P.

4.1.3. Phuwong trinh chuyén déng ciia hinh phing

Cho hinh phang S chuyén dong trong mit phang

quy chiéu m, c6 gin hé toa d6 xOy (hinh 4-6). RS rang ©
vi tri cia S s€ duogc xéac dinh duy nhét, néu biét duoc vi y
A

/>

tri cua doan théng AB bt ky thudc S. Vi tri cia doan
thang AB s& duogc xdc dinh khi biét toa do cta diém A X

1a xa, ya va goéc quay ¢ lap gitta AB vdi truc Oy. Vay

Xa, Ya, ¢ 12 ba thong s6 xdc dinh vi trf cta hinh phang Hinh 4-6
S. Khi S chuyén dong thi phuong trinh chuyén dong cua
né trong hé quy chiéu da chon 1a:

109



X, =x,(1)

Ya=Ya0) (4-1)

P, =0,(1)
bac biét:
a. Néu x, = const, y, = const thi hinh phang s& quay xung quanh truc c¢b dinh qua
A vudng géc voi 1.
b. Néu ¢ = const thi hinh phang s& chuyén dong tinh tién cling véi cuc A trong
mat phang .

4.1.4. Van tdc géc va gia toc goc cira hinh phiang

Pé dic trung cho phép quay cua hinh phang xung quanh truc dong qua cuc chon
thang géc véi hinh phang, twong tu trudng hop vat rin quay xung quanh mét truc cb
dinh ta c6 thé dua vao khdi niém van téc géc ® va gia tc géc €. Van goi géc quay la
0, ta co:

dep
Q=——=
dt ¢

2

dt dr’

Vi phép quay khong phu thudc vao viéc chon cuc nén dac trung cia phép quay do
cling khong phu thudc vao cich chon cyc. Né6i khic di o, € khong phu thudc vao viéc
chon cyc. Vi vay d6i véi chuyén dong cua hinh phang cho trudce, tai mot thoi diém van
tdc géc m va gia tde gée € 1a nhu nhau dbi véi truc dong di qua cuc nay hay cyc khic
ctia hinh phang.

Ta c6 thé dua vao khai niém vécto van tdc gbc @ va vécto gia tc géc & tuong tu
truong hop vat ran quay quanh truc ¢d dinh. Vécto @ va € c6 thé dat 1én tryc quay di
qua cuc di chon thang géc v6i hinh phang. Vi viée chon cuc trén hinh phang 12 tuy
nén vécto @ va & la vécto tu do.

Vi du 1. Cho banh xe ban kinh R 1an khong trugt

trén dudng ray thang. Biét quy luat chuyén dong cua
2
tim A ciia bdnh xe 1a xz%. Lap phuong tinh

chuyén dong cta banh xe khi chon A 12 cyc. Tim véan
toc gbc va gia toc goc cua né (hinh 4-7).

Bai giai:

Hinh 4-7
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a. Phwong trinh chuyén déng ciia bdnh xe

Theo dinh nghia, thi banh xe thuc hién chuyén dong song phang. Chon A lam cuc,
chon hé truc toa do Oxy nhu trén hinh v€ (hinh 4-7), géc toa do O la vi tri Gng voi thoi
diém ban dau t = 0, khi d6 x, = 0.

2
Ta co: xA:%; ya=R
¢ =Q(t)

Ta can xdc dinh cu thé o(t). RO rang 1a khi tdim A dich chuyén dugc mot khoang
2

at PR Ao Ls cA s L N . 2 S N
N thi mot diém bat ky trén vanh banh xe cung dich chuyén quay do6i véi cuc A mot

2 2
doan cung bang % (do 1an khong truogt). Vay: ¢ = %.

Phuong trinh chuyén dong cia banh xe khi chon A 1am cuc sé& c6 dang:

2 2
at at
X, =—; = R; =
A > Ya o >
b. Vin téc géc va gia toc géc ciia banh xe
2
Ta co: a)=ﬂ=i a_|_d
dt dt\ 2R R

g_d_w_i(a_fJ_ﬁ
dt dt\ R R

4.2. Khao sat chuyén dong ciia diém trén hinh phing
4.2.1. Van téc cac diém trén hinh phing

Ta d3 khao sét nhitng tinh chat chung chuyén dong cta
hinh phang trong mat phang cta né. Sau déy ta s& khao sét
chuyén dong cta cic diém thudc hinh phang. O day ta
khong xét phuong trinh chuyén dong (va ca quy dao) cta
cic diém thudc hinh phiang ma chi xét d&én van tdc va gia
tdc ctia cdc diém thudc hinh phang. Trong khi xét van tdc
va gia toc cia cdc diém thudc hinh phang, ta dwa vao hai
phuong phdp khao st nhu da biét tir viéc khao sat chuyén
dong ciia ca hinh phang. Hinh 4-8

I. Phwong phap thi nhat: Lién hé van toc cia diém va
vén toc cia cue
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1. Pinh Iy lién hé van téc (cia diém bat ky trén hinh phang véi van toc cia cuc)

Phdt biéu dinh ly
Tai méi thoi diém, vdn téc mot diém bat ky trén hinh phang bang tong hinh hoc vin
toc cua cuc va van toc cua diéem do quay quanh cuc.

Néu goi Vu 1a van tdc cua diém M bat ky trén hinh phang, V4 12 van tdc cua

diém cuc A, Vua 12 van toc cia diém M quay quanh cyc A. Pinh 1y trén c6 thé biéu
thi theo cong thurc sau:

VM =‘7A +‘7MA (4—2)
Chirng minh:

Cho hinh phang chuyén dong trong mit phang ctia né. Chon diém A lam cyc, M 1a
diém bat ky thudc hinh phang. Vécto xdc dinh vi tri cia diém A vaM 1a 7 va p. Nhin

hinh V€ ta c6: p=r+AM
.z . . p dr dAM
Dao ham hai vé cua dang thuc theo thoi gian, ta dugc: ap = dr + d
dt dt dt
. ", i 2 i AM /4 « R L. .
Theo dinh nghia: C;—’O =Vu; % =Va; dd Ia van toc cua diém M doi véi cuc
t t t

. i T A a . 2o dm 2 , y .
A, ta ky hiéu 1a Vya. Vi vécto AM c6 d6 dai khong doi nén thang géc véi

AM hay Vs thang géc véi AM . Ta goi Vs 12 van tdc ciia M quay quanh cuc A.
Tu dé ta cé:
VM = ‘7A + VMA
O day r6 rang: Vs =DANAM
Trong d6 Vya = ®.AM, con @ 1a van tdc géc cua hinh phang. Ta c6 thé biéu dién
hinh hoc cong thirc (4-2) ¢ hinh v€ (hinh 4-9).

2. Pinh Iy chiéu vén toc

Phat biéu

Tai méi thoi diém, chiéu van téc cua hai
diém bat ky thuéc hinh phang lén truc di qua hai
diém dé cé gid tri bang nhau.

Chitng minh: Khdng mét tinh téng quat ta c6
thé chon A 1am cuc va diém M bat ky trén hinh
phang (hinh 4-9). Theo dinh 1y lién hé van tdc ta
cO:
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VM = ‘7A + VMA
Thong d6 Vi vudng gbc voi AM nén chiéu dang thire trén 1én tryc di qua AM,
ta duoc:

Chyy (Vi ) =chyy (V 1) (4-3)

Goi o la goc gitra V4 V6i truc qua M, B la goc gitta Vu V6i truc qua AM, cong
thirc (4-3) c6 thé viét dudi dang sau:

V,cosa =V, cosf3 (4-3a)

Can chii y rang dinh 1y trén ding cho vét ran chuyén dong bat ky.

Vi du 2. Thanh AB = 0,8m, dau A trugt trén nén nam ngang va thanh luén luén
tua 1én tuong & mép C. Tai thoi diém khao sdt van tdc V., = 0,2m/s hudng vé bén tréi.
Thanh AB nghiéng mét géc o = 30° so véi nén. Trung diém M cuia thanh tring voi
mép C cua tudng. Xdc dinh véan téc diém B cua thanh va van tdc géc cua thanh (hinh
4-10).

Hinh 4-10

Bai gidi:

Theo dau bai, thanh AB chuyén dong song phang. Thanh AB twa vao tudng &
diem C, van toc diém M = C c6 phuong doc theo thanh.

Theo cong thirc (3-2) thi: Viu=VaitVus va Ve=Vi+Vg

a. Xdc dinh @ ciia hinh phdng

Vi Vs thang géc AB, nén tir hinh vé ta tinh duoc:

V_V

=_A
MA
2
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O diy Vya = @.AM. Vay vén téc géc o cta hinh phang 1a:

vV, 02

w=—>"— =0,25s""
2.AM 0,8

b. Xdc dinh vén téc ciia diém B
Ta c6: Vo = ®.BA =0,25.0,8 = 0,2 m/s
B=(V; Vi) =360°—(90° +150°) =120°

nén: V, =2V, cos60’ = 2.0,2% =0,2m/s.

Vi du 3. Tay quay OA = 0,4m quay déu quanh O véi téc d6 120vong/phit kéo
theo then truyén AB = OA va con chay B chuyén dong. Tai thoi diém khao sit OA
nghiéng mot géc 60° so v6i OB. Tim van tdc con chay B va van toc géc clia thanh AB
(hinh 4-11).

T B

VBA

Hinh 4-11

Bai gidi:
Theo dau bai ta thiy tay quay OA quay xung quanh tryc cd dinh. Thanh AB

chuyén dong song phang, con chay B chuyén dong tinh tién thing. Van téc géc cia
thanh OA la:

o _@_7[.120_4”5_1
30 30

Van téc diém A (thuéc OA) c6 phuong chiéu nhu hinh vé (hinh 4-11) va c6 tri s6
bang:

V= 0op.0A =41.0,4 = 1,6m ms ™
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a. Xdc dinh van toc diém B. Diém B chuyén dong thang doc OB. Phuong, chiéu
van tdc cua diém B (17 B) duoc xac dinh nhu hinh vé. Ap dung dinh 1y chiéu van téc
giita hai diém A, B thudc hinh phing AB ta c6:

V, cos60° =V, cos 30"

o 1,67

Hay: V, =VAC02(?;(()) = ] 2 —1,6\37m/s
cos 1
2

b. Xdc dinh vén téc goc cua thanh AB

Chon A 1am cuc. Theo dinh 1y lién hé van téc ta c6:
Vs=Va+Vg

Trong d6: Vga = ®ap.AB. Theo hinh V¢, ta c6:

V,, =V,sin30° =1, 6\/§7I% = 0,837 m/s

Vay: @, = % = O,?)\/;ﬂ' =37 57!

II. Phwong phap thir hai: TAm vén téc tirc thoi

1. Tam van toc tirc thoi
Dinh nghia

Tam vidn toc tirc thoi ciia hinh phang tai thoi diém khdo sdt & mét diém trén mdt
phang dong (mat phang gan voi hinh phang), tai thoi diéem do né cé van toc bang
khong. Ky hiéu Cy, theo dinh nghia: ch =0.

Khi hinh phiang chuyén dong khong tinh tién, tai mdi thoi diém ton tai duy nhat
tAm van tdc tirc thoi. That vay, gia s tai thoi diém khao sat hinh phang ton tai hai tim
van toc tuc thoi 1a P va Q. Chon Q lam cuc, theo dinh 1y lién h¢ van toc ta c6:

\712 = VQ + ‘7PQ

Nhung do gid thiét P va Q 1a tim vén tdc tirc thoi, nén V, =V, =0, hay Vpq =
®.PQ=0.

Vi PQ phai khdc khong nén suy ra o = 0. Két qua d6 chi ra rang van toc tai moi
diém trén hinh phang triét tiéu tai thoi diém khao sat. Diéu d6 chi xdy ra khi hinh
phang khéng chuyén dong.
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2. Pinh Iy phéan bo vén téc (quanh tAm vén tdc tire thoi)
Pinh Iy

Tai moi thoi diém, van toc mot diém bat ky trén hinh phang bang vdn toc cua no quay
quanh tam van toc tirc thoi.

Vu =V, (4-4)
Chirng minh: Tu cOng thtc (4-2): Vi =Vai+Vus. Do cuc A chon tuy y nén ta c6
quyén chon sao cho tring voi tim van tdc thic thoi Cy va ta c6:
‘7M = ch + VMCV
Vi V¢, =0 (theo dinh nghia), nén: Vi =Vue,
O day \7Mcv thang géc voi MCy, hudng theo chiéu quay cta o, con tri s6 bang
Vicy = ®@.MCy. Vi vy ta ¢6 thé biéu dién Ve, = @A CM . RS rang dinh 1y cho ta
thdy su phan bd vén tdc cta cdc diém thudc hinh phang quanh tim vén toc tirc thoi Cy,

cling gidng nhu su phan bd van tdc cua cdc diém thudc vat rin quay xung quanh truc
¢ dinh. T hinh v& (hinh 4-12) ta c6:

Hinh 4-12 Hinh 4-13

3. Xic dinh tAm vén téc tirc thoi Cy

a. Truwong hop 1

Biét van toc cia mdt diém bat ky thudc hinh phang va van toc géc cua nd, ta xac
dinh dugc mot tam van toc tirc thoi Cy.
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That vdy, gia st biét van tdc géc cua hinh phing 12 @ va vén téc diém A 1a V 4 (hinh
4-13). Lay A lam tdm quay nira dudng thang chiraV 4 quanh A mot géc % theo chiéu

quay cta hinh phang. Trén nira duong thang méi quay ta lay mot diém Cy sao cho:

Cy chinh 13 tdm vén tdc tirc thdi can tim. Bay gid ta phai ching minh V¢, =0. Ap

dung dinh 1y lién hé van tic ta c6:
ch = ‘7A + VCVA

Vi Veu=@AACy,nén Ve, thang géc voi ACy va nguoc chiéu voi V4. Con gid
1%

tri: V. , =w.AC, =0 =V,.
Y (0

Ta co: VCVA =—V 4 va do do: ch =Vi+ (—\7A) =0

b. Truwong hop 2

Biét van tdc cia hai diém trén hinh phang ta cling xdc dinh dugc tim van tdc tic
thoi.

Gia sir biét phuong van toc hai diém A va B thudc hinh phang ta x4c dinh tim van
tdc tire thoi Cy bang cdch vé& hai dudng thang vudng gée voi hai phuong vén tde di qua
hai diém A, B, giao diém chinh 1a Cy (hinh 4-14). Trong trudng hop biét van tdc hai
diém thudc hinh phang viéc xdc dinh tim van tdc tic thoi dugc tién hanh theo phuong
phap twong ty trén. Poc gia ty tim hiéu theo cac hinh vé& (hinh 4-15) va (hinh 4-16a, b,
C).

Hinh 4-14 Hinh 4-15

Néu vat lan khong truot trén mot mat ¢ dinh thi vén tdc cua diém trén hinh phéng
tai diém tiép x4c bang khong, nén né 1a tim van tdc tirc thoi (hinh 4-16d).
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Hinh 4-16

Vi du 4. Thanh AB dai 0,4m
chuyén dong sao cho diém A truot doc
theo Ox, diém B truot doc theo Oy. Tai
thoi diém khao sit van téc diém A la
VA =0,2 m/s va thanh nghiéng mot géc
30° so v6i phuwong Ox. Tim van toc cia
diém B, van tdc trung diém C cua thanh
va van toc géc clia thanh (hinh 4-17).

Bai gidi:
Theo dé bai, thanh AB thyc hién
chuyén dong song phang. Biét phuong Hinh 4-17

van téc diém B theo truc Oy, van tde

cua diém A nhu trén hinh v& (hinh 4-

17). Ta xéc dinh dugc tim van tc tirc thdi Cy theo cdc phuwong phdp di trinh bay ¢
trén. Tai thoi diém khao sit thanh AB chuyén dong quay xung quanh tim vén tdc tirc
thoi Cy, ta c6 theo dinh 1y phan b van téc.

Va = 0p5.ACy
AB
O dﬁy ACV :7,
nén w,, = Vo _02 =1s".
AC, 0,2

NE

Vay van toc diém B bang: V, =®,,.BC, =1.O,4.7=0,3464m/s va van tbc

diém C: V. = @,,.CC, =1.0,2=0,2m/s.
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Vi du 5. Céc con chay B va E ctia co cdu then truyén tay quay dugc gin ban 1é

bang thanh BE. Tay quay chi dong OA quay véi van tdc géc © = 12s™' va tay quay
bi ddng OD ciing quay quanh tryc ¢6 dinh chung quanh Oz vudng géc v6i mat phing
hinh v&. Xdc dinh vén téc géc tirc thoi cua tay quay OD va then truyén DE tai thoi
diém khi tay quay OA vudng géc véi phuong BE. Biét OA = 10cm; OD = 12cm; AB
= 26cm; EB = 12cm; DE =12+/3 cm (hinh 4-18).

Bai gidi:
Theo dé bai ta thdy co c4u & hinh v& ¢6 nam hinh phing chuyén dong:

- Thanh OA, OD quay xung quanh truc ¢ dinh Oz di qua O va vudng géc véi
mit phang hinh v§;

- Thanh DE, AB chuyén dong song phang;
- Thanh EB chuyén dong tinh tién thang theo truc Ox.
Xét diém A thudc thanh OA ta c6: V4 L OA va V= moa.OA.

Xét diém A, B thudc thanh AB, biét phuong van toc ciia hai diém A va B song

song v6i nhau nén tim van tdc tic thoi Cy ¢ xa vo cling. Vi vay tai thoi diém khao sét
thanh AB tinh tién tirc thoi, ta co:

chuyén dong tinh tién:

biét phuong van toc hai diém nén ta
xac dinh dugc tdm van toc tuc thoi

A A
-

Va=Vs
Xét hai diém E, B thuéc EB

Ve=Vs
Vay: Ve=Vs=Va
Xét diém D, E thudc thanh DE,

Cy. ta co:
VE = (DDE-ECV
Vay: @, = Ve _ Vs
EC, EC,

Tt hinh vé€ ta tinh duoc:

Hinh 4-18

OB =\ AB> —0A* =~/26> —10° = 24cm

OE=0B—-EB=24-12=12cm

vi OE = OD = 12cm, nén tam gidc ODE 12 mot tam gidc can. O day:
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DE =123 ¢m, ZODE = ZOED = 30°

Suy ra: EC, =123/3cm, OC, =24cm. Tu d6 ta tinh dwogc:

o Vs _12.10_10\/§S_1
P EC, 1243 3

Bay gio ta tinh van tbe gbc cua thanh OD (wgp). Coi diém D thudc thanh DE ta
co:
V,=®,..DC, =®,.(0D+0C,)
Coi D thudc thanh OD ta c6: Vp = 0pgOD
Vay: w,,.0D = (DO +0C,).w,, . Tu d6 suy ra:

_bo+oc, =~ _12+24 10\/5_10\/%_l

op oD PE 12 3

4.2.2. Gia tdc cac diém trén hinh phing

Ciing giéng nhu khao sit van toc cdc diém trén hinh phang ta tién hanh bang hai
phuong phép.

I. Phwong phap thir nhit

Pinh Iy lién hé gia toc (ciia diém bat ky trén hinh phing véi gia toc cia cuc)
Phat biéu

Tai méi thoi diém, gia toc mot diém bat ky trén hinh
phang bang tong hinh hoc gia toc cua cyc va gia toc cua
diem do quay quanh cuec.

Cong thie biéu thi: Ws=Wi+Ws (4-5)
Chitng minh: Cho hinh phang chuyén dong, liy A
lam cyc, M 1a diém bt ky, khi d6 theo dinh 1y lién hé
van tdc, ta c6:
‘73 = ‘7A +‘73A

Pao ham dang thic trén theo thoi gian:

%(VB):%(VA)-F%(VBA) Hinh 4-19

Theo dinh nghia: %(‘73) =W, E(VA) =Wa

120



con: %(‘_/.BA):%(&)/\A_B.) :EAE+6)A(@AE)

d (VBA) =§/\ZE+(—COQXE)

Sau khi bién d6i vécto kép, ta dugc: z
t

Ta goi né 1a gia toc ctia diém B quay quanh A, va ky hiéu Ia W 4. Nhur vay W s
dugc phan 1am hai thanh phan dé la:

Wi =& A AM goi 1a gia téc thanh phan quay, hudéng vudng géc véi BA, theo
=lel. AM

<A 5 N 2 A1 Y s}
chiéu quay cua € va co tri sO bang: ‘W BA

ot oA Y. N A A . . N Lo A
W =—@’ BA goi la gia toc thanh phan phan huéng, huéng vao cuc A, ¢6 tri so:

‘WBA =w AB

Thay cdc két qua da c6 trd lai (*): Wi =Wa+Wp
trong do: Woas =W +WZA
Vi trj s6: W,, = AB &' + @ . Dinh 1y dugc chimg minh.

o Wi _|el-AB _|e
Goi avla goc gitta Wpa va W taco: 1ga=——-=———=-—
W,, @ .AB
Tir nhitng két qua da trinh bay, c6 thé biéu dién hinh hoc céc thanh phan gia tdc
nhu hinh vé (hinh 4-19), va cong thtrc (4-5) con viét & dang:

WB = WA +WZA +WZA (4-5a)

Vi du 6. Tay quay OA dai 0,2m quay nhanh
dan déu. Tai thoi diém khao sdt van tde géc va
gia toc géc cla tay quay la = 4ns™, e = 2m s
Tay quay OA & vi tri thang dung, then truyén AB
nghiéng mot gbc 60° so voi tay quay. Can lic
O,B nam ngang véi diém O. Tim van téc géc va
gia téc géc ciia OB va van tdc géc ciia AB (hinh
4-20).

Bai giai:

Xét co céu chuyén dong duoc cho nhu trén
hinh v€ (hinh 4-20). Tay quay OA quay xung
quanh truc ¢ dinh O; can lic OB quay xung Hinh 4-20
quanh truc ¢6 dinh qua O;. Thanh AB chuyén
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dong song phang.
a. Xdc dinh van toc goc cua then truyén AB (ayp)
Xét diém A thudc thanh AB ta c6:
Vi =m.0A =47.0,2 =0,8tm/s
Chiéu V 4 huéng thing géc OA nhu hinh v&.

Xét diém B thudc thanh OB, ta biét phuong van toc hudng doc OB. Ap dung dinh
ly chiéu van téc, ta coO:

V,c0s30° =V, cos30° hay V.=V,
Tai thoi diém khéo sét thanh AB ¢6 van tdc tinh tién tirc thoi, nén Mg = 0.

b. Xdc dinh vén téc goc cua can lic O,B (W15 )

Taco: Vy,=w,,.0B,hay @, , = Vs _ 0,87 s
1 1 OIB

¢. Xdc dinh gia toc¢ ciia OB ( Eo)

Xét hai diém A, B thudc thanh AB. Chon A 1am cuc, theo dinh 1y lién hé gia tc:
W =Wat+Wos+ W (1)

O day: Wa=Wa+Wa

v6i W] =£0A=27.0,2=0,47m/s> va W/=w 0A=4r).0,2=3271"m/s’,

chiéu dugc xac dinh nhu hinh vé.
WB = W; + W;
voi W =€,,.0B va W, =a,,0,B=(0,87)".1=0,647>m/ s, chicu xdc dinh nhu

trén hinh vé.

—q
‘W BA

=l £1.AB , huéng vudng géc véi AB.

W), =w., AB=0
Chiéu dang thuc (1) 1én phuong AB, ta c6:
~W; cos30° + W, cos60° =-W, + W, cos60° =W/ cos30’

Suy ra:
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_ W, cos60” + W, cos30° =W, cos 60’
cos 30’

) 1 V3

Wy

0,647~ +0,4r.~— -3, 27Z'2.l NE
_ 2 2 2 _0,47-2.567 32 ) s?
7 ;
2

; 3

Vay: £,, = % _ {0, 475—2,56752?] 57 <0 do d6 chidu cita &,, nguoc chidu
1

v6i chiéu &, , (hinh 4-20).

I1. Phwong phap thir hai

1. Tam gia tbc tirc thoi
Dinh nghia

Tam gia toc tire thoi ciia hinh phdng tai thoi diém khdo sdt la mot diém trén mdt phdng
dong, tai thoi diém do no cé gia toc bang khong. Ky hiéu Cy,.

Theo dinh nghia ta cé: ch =0

Tuong tu nhu dbi voi Cy, ¢ day ta ciing c6 thé chimg minh duoc su ton tai duy
nhat cua Cy. That vay, giad st tai thoi diém khao sét ton tai hai tdm gia toc tuc thoi pa
P va Q. Ta cé:

WP = WQ + WPQ
Nhung Wr=Wo =0 nén Wro =0 hay W,, = POVe' + @’ =0
Do PQ phai khic khéng nén o = 0 va € = 0. Piu nau chi xay ra khi hinh phang
ngimg chuyén dong.

2. Pinh Iy phén b gia toc (quanh tAm gia toc tirc thoi)

Tai méi thoi diém, gia téc mot diém bat ky trén hinh phdng bang gia téc ciia né quay
quanh tam gia toc tiec thoi.

Wi =W, (4-7)

Chitng minh: Lay cuc A va diém M bét ky trén hinh phang chuyén dong. Theo
dinh 1y lién hé gia tdc ta c6:

WM ZWA +WMA

Vi A chon bt ky nén ta cé thé chon A trung véi vi tri cua Cyy.
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Nhu vy ta c6 thé viét: Wy =W, +Wa,
Theo dinh nghia W¢, =0, nén: Wy =W, va dinh ly da dugc chimg minh.
O day WMCW 1a gia téc cia M quay quanh Cy, nén ta phin né ra hai thanh phan:

y — , —h
Gia toc quay (WZ/ICW ) va gia toc hudng (WMCW ) , tue la:

WM = WZ/ICW +WLCW (4-8)

Trong d6, nhu ta da biét: quucw huéng thang géc voi MCy, theo chiéu quay € va
¢6 d6 16n bang:

Wy =&eMC,
—h

W, hudng tir M vao Cy, ¢6 d6 lon Wy, = aw’MC,,

Tir d6 d6 16n gia te cta diém M s& 1a: W,, = MC, V €* + o*

Wi, _lel.MC, _léel

2 2
Wye, @ MC, o

— —h
Goi o la gbc gitta W va Wy, thi: tga=

Tir d6 c6 so do phan bd gia tdc cdc diém trén hinh phing quanh tim gia tdc tirc
thoi (hinh 4-21 va 4-22).

Hinh 4-21 Hinh 4-22

Pinh 1y phan bd gia tdc cho ta quy ludt phan bd gia téc cua céc diém xung quanh
tam gia tdc tire thoi duoc mo ta nhu hinh vé (hinh 4-22).
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3. Cic truong hop xac dinh tim gia toc tirc thoi Cyy
a. Truong hop 1

Tai mdi thoi diém néu biét van tdc géc , gia tdc
gbc € cua hinh phing va gia toc cia mot diém bat ky
trén hinh phang, ta xdc dinh duoc duy nhat mot tim gia
toc tirc thoi.

That vy, gia st biét ® va € cua hinh phang va gia
tdc cua diém A (vT/A) nhu trén hinh v& (hinh 4-23).

Lay nira dudng thang chta Wa, quay xung quanh A
le] Hinh 4-23

mot goc o ta ¢6: g =—

theo chiéu quay cua €. Trén nira dudng thang vira quay toi iy mot diém Cy sao cho:
WA
Vel + o
Diém Cy chinh la tim gia tdc trc thoi phai tim. Ta chimg minh W¢, =0. Ap dung
dinh 1y lién hé gia toc ta c6: VT/CW =W +WCWA

AC, =

vi W, 4 nghiéng mot géc o so voi ACy, chi€u phu thudc vao chi€u thuén gia toc goc

€ nén WCWA ciing phuong va nguoc chiéu véi W 4. Con do 16n bang:
W, .= ACNE +@0' =W,
Vay: WCW =W +WCWA va WCW =Wa+ (—WA) =0.

b. Truwong hop 2

Tai mdi thoi diém néu biét gia tdc cia hai diém bét ky thudc hinh phing ta s& xdc
dinh dugc duy nhat tam gia toc tuc thoi.

Cich xdc dinh nhu sau: Gia sir biét gia toc ctia hai diém A va B thudc hinh phang.
Chon A 1a cuc, ta cé:

WB ZWA +WBA

PR — < . lel . R
Tt d6 xdc dinh dugc Wsa, va gbc oL v6i tgaxr =— sau d6 ta phéan:
@
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—h

WBA = W;A + W pa

dang thirc nay cho ta chidu quay cua Wi va
suy ra chiéu quay cua gia tbc géc € caa hinh
phang.

Bay gio ta 1y hai nira duong thang chira
Wi va W quay quanh A va B m{t géc o
theo chiéu quay cta gia toc géc €, giao diém
ctia chiing 13 tim gia tdc tiic thoi Cy can xdc
dinh (hinh 4-24).

Trong truong hop WA song song voi Hinh 4-24
W5 dua vao két qua da biét:
m _AC,
W, BC,

Ta c6 thé xdc dinh dé& dang tAm gia toc tic thoi theo hinh v&, thi du nhu (hinh 4-
25).

Dic biét c6 thé xay ra truong hop:

— Néu tai thoi diém khao st @ # 0, € = 0 ta ¢6 tgo. = 0 suy ra o, = 0. Tam gia toc
tuc thoi Cy duoc chi ra nhu trén hinh vé (hinh 4-26a).

— Néu tai thoi diém khao sit o = 0, nhung con € # 0, ta c6 tgal = oo, suy ra

V1

a= 3 Tam gia tdc tire thoi duoc xdc dinh theo hinh v& (hinh 4-26b).

k. Cw
Hinh 4-25 Hinh 4-26a
Cubi cliing can chi ¥ rang, néi chung tim van tc tirc thoi va tAm gia tdc tirc thoi
khong trung nhau. Chang han, banh xe 1dn khong truot trén duong ray thang, c6 van

téc tm banh xe khong doi, khi d6 tam O cua né 1a tim gia tdc tirc thoi, con diém tiép
xtc gilra banh xe va mat duong la tdm van toc tic thoi (hinh 4-27).
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M=C,

Hinh 4-26b Hinh 4-27

Vi du 7. Tam gidc déu ABC c6 canh dai 40cm chuyén dong trong mit phang Oxy.
Tai thoi diém khao sdt biét W, =203 cm.s ™, W = 10 cm.s™ va Wa, W5 déu c6
chiéu tir trén,xuéng dudi. Tim gia Eéc dinh C ldc canh AC song song vdi truc Ox va
tim tdm gia toc tic thoi cua hinh phang (hinh 4-28).

Bai giai: y
Vi Wa va W song song v&i nhau, nén tam gia A C
tdc tire thoi duoc xdc dinh nhu hinh v& (hinh 4-28), .
7. _ 0 N, . (x
voi o = 30" va: WA
ac, = ABW. _ 40.204/3 - 56.300m o X
W,-W, 20J3-10 2
2 r 2 WB
D¢ tinh gia toc diém C ta 4p dung cong thuc sau: e\
_ [ 2 4
We=CCNe+o Hinh 4-28
Trong d6: CC,, =/ AC2 + BC* —2AC,,.BC.cos 60"
Vel + o' = W,
AC,,
2
T d6 tacéd: W, = \/56,322 +40% -2.56,32.40c0s60°. 03 =30,85 cms™

b

Phuong va chiéu W duoc xdc dinh nhu sau: Lay CCy quay xung quanh C ngugc

chiéu € mot géc o = 30, trén d6 xdc dinh duge chiéu cia W can tim.

Vi du 8. Binh xe ring bdn kinh R = 12cm chuyén dong nho tay quay OA. Tay quay
quay quanh tryc O ciia banh ring c6 dinh ¢6 ciing béan kinh véi gia téc géc & = 87 va
van toc géc @y = 257! tai thoi diém dang xét. Hay x4c dinh:

a. Vi tri tam van toc tiec thoi va tam gia toc tuc thoi cua banh rang.

127



b. Gia toc cua tdm van toc tirc thoi.

c. Gia toc cua diém N (hinh 4- 29a).

Hinh 4-29a Hinh 4-29b

Bai gidi:
Theo dé bai ra, Banh IT chuyén dong lin khong trugt trén banh rang I ¢6 dinh (do
an khop cua hai banh ring). Nén diém tiép xtic M 1a tim van toc tirc thoi.

Xét diém A thudc OA quay xung quanh truc cb dinh, ta c6: Wa=Wi+Wh

trong d6: W} =£,2R=192cm.s”> va W) =@ 2R =96cm.s™~

N v -
V, =@, 0A=w,MA, ttd6: @, = ?A =2, =4s"'
Wy B
Suyra: £, =@, =—2=2¢,=165""
R
Chiéu cua gy cling chiéu oy va duoc chi ra trén hinh vé.
Bay gio dé tinh gia toc cia diém M va N ta sir dung cong thirc sau:
— —  —yg —h — — —q  —h
Wy =Wa+Wyus+Wuya; Wy =Wai+Wni+Wmnm

Phuong chiéu cic thanh phan gia toc dugc chi ra nhu trén hinh v& (hinh 4-29b).
Do d6 ta tinh duoc:

W, =2R.@; =2.12.2> =96cm.s™

W, = R\(4€,)* +(6@7)* =12y/(4.8)° +(6.2°)* = 480cms ™
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Tir két qua trén dé dang xdc dinh duoc tim gia tdc tirc thoi Cy. That vay, vi Wy
hudng tir M vé A, nén ta liy nira duong thang chira W quay quanh M theo chiéu g

e, 16

mot géc o véi rgar="5 =— =1, (o =45").

11

Trén d6 1Ay diém Cy c6: MC, =9
Je +o)  J16* +4°

Piém Cy xéc dinh nhu trén hinh v& (hinh 4-29a).

=32 cm

Vi du 9. Cho co ciu bbn khau ban 1& nhu hinh v& (hinh 4-30), thanh OA =r; AB =
2r; OB= 213 . Xéc dinh gia téc géc cua thanh AB tai thoi diém thanh OA thing
dung, cic diém O, B, O ciing nam trén dudng thing nam ngang. Cho biét tai thoi
diém khao sat thanh OA c6 van tdc géc my va gia toc géc € = a)(f\/g .

Bai giai:

Co ciu gom ba} hinh phang chuyén dong: OA va O,B quay quanh truc ¢ dinh qua
O va Oy; AB chuyén dong song phang.

Khao sat chuyén dong cua AB. Xét A thudc thanh AB, vi A cling thudc thanh OA

nén van toc va gia toc cua di€ém A dugc xdc dinh:

Vai=0A.0 =r1.0)

Wi=Wa+Whi véi: W =re,; W' =ra. Chidu cia V4 va W4 nhu trén hinh
v& (hinh 4-30).

Hinh 4-30

Pé tim gia téc géc ciia AB (g5p) ta khao sdt gia tbc diém B (diém B da biét quy
dao). Chon A lam cyc, dp dung dinh 1y lién hé gia tdc, ta c6:

WB :WA +WBA =ij +WZ+WZA +WZA
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Do diém B chuyén dong véi quy dao tron, nén: Ws=Ws+Wp do dé cé thé viét:
—T —n —7T —n —q —h
We+Wp=Was+Was+Wpa+Wpa *)

O day W da biét. Ngoaira V4 vd Vs ¢6 chiéu nhu hinh v&, nén O 13 tim van tdc

tirc thoi cua AB. Tu d6 tim duoc:

Va=0a.0A = a,p =%=T=a)0

Vg = BO.wyg = ABsin60° = r/3 @,

v, 3 @
BO, 2

Do d6:W,, = AB.@w,, =2raj,; W, =

Gia stt W5, W1 c6 chiéu nhu hinh v& (hinh 4-30), chiéu (*) Ién truc Bx, ta c6:
Wi =-W7+W/, cos60° —W,, cos30°

Suy ra: W, =53 ra >0 do d6 vécto W chon diing chiéu, tir d6 ta co:

W 5B3ra 53
BA  2r 2

> .k £ . A PURPRY ~
B @) , gia toc goc €55 c6 chiéu nhu trén hinh vé.
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CHUONG V: CHUYEN PONG CUA VAT RAN
CO MOT PIEM CO PINH

Vat rin chuyén dong ludén ludn c6 mat diém cb dinh goi la vat ran chuyén dong
quay quanh diém cd dinh dé.

Mo hinh nghién ctru dugc md ta trén hinh (5-1a). Vai hinh anh thyc té ctia chuyén
dong nay dugc biéu dién trén hinh (5-1d). P6 1a hinh nén lin khong truot trén mit
phang cb dinh quanh O, con quay dit trong gid c6 mot vong dong, banh xe 6td khi xe
14i vong trén quing dudng vong tron (co ciu vi sai 6td), v.v....

O :
0R

Hinh 5-1a Hinh 5-1b
|
= |
| S ————— |
7z
v
Hinh 5-1c Hinh 5-1d

Ta s€ lan lugt khdo sat nhiing dac di€ém chuyén dong cua ca vat va chuyén dong
cua cac diém thuoc vat.
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5.1. Khao sat chuyén dong ciia ca vat

5.1.1. Phwong trinh chuyén dong

Cho vat (S) quay xung quanh diém cb
dinh O. Dé xdc dinh vi trf ctia vat (S) ta
lay hé quy chiéu Ox,y,z; c6 dinh va hé
truc dong Oxyz gén chat voi vt (S) (hinh
5-2). RO rang vi tri cua vat (S) s€ hoan
toan xdc dinh néu biét vi tri ciia hé Oxyz.
Muébn xdc dinh vi tri ctia hé Oxyz trong hé
Ox,y,z, ta dwa vao ba géc Ole dugc xdc

dinh nhu sau:

Goi giao tuyén cua hai mit phang
Ox,y; va Oxy la duong nit. Khi d6 cac

goc:
¥ =(Ox,, ON)
@=(ON, Ox)
Hinh 5-2
6 =(0z, 0z)

Chiéu quay cta cdc géc y, @ va 6 quanh cdc tryc twong tng 1a Oz;, Oz va ON
duoc quy wdc nhu chidu quay cta géc @ trong chuyén dong ciia vat rin quay quanh
mot truc ¢d dinh.

Cidc géc v, @ va 0 chinh 1a ba géc Ole. Dua vao tinh chit chuyén dong cia vt
ngudi ta goi géc @ 1a géc quay riéng, géc v 1a géc tién dong, géc O 1a géc chuong
dong cua vat ran quay quanh mot diém cd dinh.

R& rang ba géc Ole hoan toan xédc dinh vi tri ctia vat ran (S). That vat, néu biét vi
tri cua (S) thi vi tri ciia hé Oxyz hoan toan dugc x4c dinh va do doé s€ biét dugc ba gbc
Ole nhu da néu 6 trén.

Nguoc lai néu biét duoc ba g6c Ole ta c6 thé quay hé toa do ¢ dinh Ox,y,z; theo
ba géc Ole lién tiép:

- Quay quanh Oz; mét géc y dua Ox; vé ON.
- Quay quanh ON mét géc 6 dua Oz, dén Oz.
- Quanh quanh Oz mét géc @ dua ON tdi Ox.
S¢& dua h¢ Ox,y,z, vé trung véi hé Oxyz, tuc 1a biét dugc vi tri cua vat (S).
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Viy, ba géc Ole y, ¢ va 0 1a ba théng sé xdc dinh vi tri cta vat (S) ¢ mot diém cb
dinh O. Khi vat (S) chuyén dong thi ba géc d6 phu thudc vao thoi gian, néu:

v =y(t)
¢ =0() (5-1)
0 =0(t)

Hé thire (5-1) 12 phuong trinh chuyén dong cta vat rdn c¢é mot diém cb dinh.

Nhan xét:

Qua phan tich trén thdy rang, chuyén dong cua vat rin quay quanh mot diém cb
dinh tir vi trf ndy sang vi trf khéc bao gio ciing c¢6 thé thuc hién duoc nhd ba phép quay
dong thoi quanh ba truc Oz, ON, Oz vdi cdc géc quay i, @ va 6.

5.1.2. Pinh 1y vé dich chuyén hiru han ciia vt rin c6é mét diém cé dinh (Pinh ly
Palambe-Ole)

Dinh Iy:

Moi dich chuyén ctia vdt ran cé mét diém cé dinh tir vi tri nay sang vi tri khdc déu
c6 thé thure hién bdng mot phép quay quanh mot truc di qua diém cé dinh do.

Churng minh:

Dé chung minh dinh 1y trude hét ta chi ¥ rang: Vi tri vét (S) chuyén dong c6 mot
diém c6 dinh s& hoan toan dugc xdc dinh khi biét vi tri hai diém bat ky thudc vat
khong trung O.

Trén hinh vé& (hinh 5-3) ldy O lam tdm, v& mot
hinh cau béan kinh tuy y va ldy trén mit cdu d6 hai
diém A, B. Khi d6 vi tri ctia vt (S) c6 thé xdc dinh
bang cung AB ctia vong tron 16n cta hinh ciu trén.

Gia st vat (S) o vi tri (I) xac dinh béng cung AB,
dich chuyén sang vi tri (IT) x4c dinh béng cung AB,
(do AB dich chuyén t&i).

N&i A véi A, B véi B, bang céc cung cta vong
tron 16n va tir cdc diém gitta C, D cia céc cdc cung d6

v& hai dudng thing géc cau (qua C, D v& cic cung
vong tron 16n truc giao véi cdc cung AA| va BB)), ta Hinh 5-3

¢6 giao diém P cta ching trén mat cau. Piém P cdch

déu cdc diém A va A, B va B,. R rang cic tam gidc ciu APB va A,PB, béng nhau.
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Khi quay vt (S) quanh truc OP ta s& dua dugc cung AB dén chong khit 1én cung
AB,. N6i khdc di dich chuyén cta vat (S) tir vi tri (I) dén vi tri (I) da thyc hién bang
mot phép quay quanh truc OP. Pinh 1y Dalambe - Ole di dugc chirng minh.

5.1.3. Truc quay tirc thoi, mat lan, mat can c

Chuyén dong cua vat ran ¢ mot diém c6 dinh c6 Mat can ctr

thé coi nhu mot diy cdc dich chuyén vo cting bé lién

tiép nhau tir vi trf nay sang vi trf 1an can. Mdi dich

chuyén v cling bé nay lai ¢6 thé thyc hién dugc nho

mot phép quay xung quanh mét tryc di qua diém cd

dinh d6. Truc quay ma vat da thuc hién phép quay

v6 cling bé goi 1a truc quay tire thoi ddi véi mdi thoi

dieém.

Khi vat rin chuyén dong, quy tich cdc truc quay © Mat lan

tuc thoi trong hé quy chiéu cb dinh Ox,y,z; s€ la

mdt mat nén dugc goi 1a mat can cu (hay c-x0-it cb Hinh 5-4
dinh).

Khi vat rin chuyén dong, quy tich cdc truc quay tic thoi trong hé quy chiéu dong
Oxyz s€ la mot mdt nén dugc goi 1a mat lan (hay c-x0-it dong).

Hai mit nén ¢ dinh va dong nay c¢6 dinh chung 1a diém cb dinh O. Tai mdi thoi
diém cho trudc, truc quay tirc thoi chinh 13 dudng sinh chung ciia mat 1an va mat cin
cu. Nhu vay, khi vat chuyén dong thi mat lan s€ 1an khong trugt trén mat can ctr (hinh
5-4).

Chang han, hinh nén lan khéng trugt trén mat phang quanh diém cb dinh O (hinh
5-1c) thi mat nén 13 mit 1an, mat phang 12 mat can ct. Tai thoi diém khao st duong
thang tiép xiic ctia hai mit 1a tryc quay tirc thoi.

5.1.4. Van téc géc va gia tbc goc ciia vat rin chuyén dong quay quanh mét diém
¢6 dinh

Vit ran chuyén dong c6 mot diém cd dinh, tai mdi thoi diém c6 thé coi quay quanh
truc quay tirc thoi. Nén dé dic trung cho chuyén dong quay tirc thoi d6 ta dua vao khiéi
niém van toc géc va gia téc géc duge dinh nghia nhu sau:

a. Van toc géc

Van toc géc ctia vat ran chuyén dong c6 mot diém cb dinh quay quanh truc quay

tire thoi 1a dai luong vécto, ky hiéu @ thoa mén cdc yéu t6 sau:

134



Phuong cia @ trung véi truc quay tuc thoi, con chiéu ctua vécto @ sao cho nhin tur
ngon cua vécto @ xuodng thay vat ran quay ngugc chiéu kim dong ho.
Do 16n cua vécto @:
*

|&l= lim 22
Ar—0 At

Trong d6 A 13 géc quay cua vat quanh truc quay
tre thoi trong khoang thoi gian At (tir thoi diém t dén
thoi diém t + At).

Piém dit: Vécto @ dat tai diém bat ky trén truc quay —=Vn
tirc thoi. Dé thuan tién ta dat né tai diém cb dinh O (hinh
5-5).

O

Khi vat rin chuyén dong thi vécto van toc géc @ bién
d6i ca vé hudng 13n d6 16n. Cho nén néu ldy gbc & O thi Hinh 5-5
ngon cua vécto van téc géc @ s& v& 1én mot dudong cong
lién tuc 4 trong hé quy chiéu cé dinh. Puong cong (C) goi 1a Ho-dd-grép cia vécto van
toc goc @ .
b. Gia toc géoc

Gia téc géc cia vat chuyén dong c6 mot diém cb dinh quay quanh truc quay tic
thoi 1a dai luong vécto, ky hi¢u €, thod man diéu kién sau:

da

§=4%9
dt

Tir dinh nghia ta suy ra quy tic xdc dinh gia toc géc & nhu sau:

Theo dinh nghia & = ®. Nhung &= ON , nén suy ra dugc @ = ON =Vy, nghia la
béng van tdc cua diém N trén duong H6-do-grap (C). Tu O vé vécto € = Vy ta duoc
vécto gia tbc gbc cua vat ran.

Viy, vécto gia toc géc ciia vat ran chuyén dong quay quanh mot diém cé dinh bang

van toc cta diém dau mit N cua vécto van toc géc trén duong Ho-do-gréap (hinh 5-5).

E=Vw (5-2)
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5.2. Khio sat chuyén dong ciia diém thudc vat

5.2.1. Phwong trinh dong hoc O-le

Theo két qua trén, chuyén dong ctia vat ran ¢
mot didm cb dinh c6 thé duoc thuc hién ddng thoi “
b’a chuyén dong quay theo ba géc O}e. Ta goi van o s
toc goc tuong Ung trong cic chuyén dong quay
thanh phan 1a ¥, @, 6 dat trén cic truc quay 0 E
(hinh 5-6) ¢ yi

Mit khdc theo dinh 1y Palaimbe — Ole, dich 907 ¢

X1

chuyén cua vat rin lai c6 thé coi nhuu quay
quanh truc quay tirc thoi A voi van toc géc @ . goxXN
Ta c6: (T):y;/+(ﬁ+9; X
Chiéu hé thirc nay 1én cdc truc toa do dong Hinh 5-6
Oxyz, c¢6 dinh O;x,y,z, ta c6 (hinh 5-6):
o =ysin@sin @+ fcos @
, = yrsin @ cos p—Fsin @ (5-3)
@, =ycosf+¢@
Hay:
O, =@sinfsiny + fcosy
o, =—@sinfcosy + fsiny (5-4)
@, =@cost+y
Nhirng hé thuc (5-3) va (5-4) 1a nhiing phuong trinh dong hoc ole, xac dinh van tdc

gbc cua vat ran tuyét doi quay quanh mot diém cé dinh theo céic thong s6 dinh vi cua
no.

5.2.2. Van téc va gia téc (dai) cha diém bét ky thude vat

a. Theo cong thirc O-le, van tdc cua diém (M) bat ky thudc vat xéc dinh béng h¢ thuec:

V=0OAT; IVIEOATI=0.MH (5-5)

MH Ia khoang cdch vudng géc ha tir M dén truc quay tic thdi A. Vécto v hudng
vudng géc voi MH theo chiéu quay o quanh truc A (hinh 5-7).
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Hinh 5-7

b. Gia téc cta diém (M) bét ky duoc xéc dinh:

— dv _d

Thuc hién dao ham va dit. W, =& AF; W,

=|é AF|=€.MH,, MH, 1a khoang

céch vudng géc ha tir M dén truc chira véc to & W, goi 12 gia toc cta diém M thanh

phan quay.

Wh =a)2.m;

Mh‘ =‘w2.m‘=a)z.MH; W, goi 1a gia téc cua diém M thanh
phan huéng (hudng vio truc quay tirc thoi A).

Vay: W=W,+W,=EnF+a&’ MH (8-6)

0] day: Wq LW, , nén ta co:

W] =W, +W[ = e (H, ) + o' ME)? (8-7)

Nhén xét:

Uu diém cua hé toa do O-le: Pon gian, d& nhin va do d6 hé thie O-le (5-3) dé tinh.

Nhuge diém cta hé toa do O-le a:

Néu @[ 1 thi dudng niit OK thay d6i nhanh nén vi tri vat rdn khé xdc dinh chinh
x4c. Véi ¢ =10> =10’ (v/ p) thi diing toa do O-le 1a thich hop. Hon nita khi ¢ 1 thi
@0 1 nén van din téi @, y thay doi nhidu. Véi ¢ ~10* —10° (v/ p) thi khong nén
dung géc O-le. Trong truong hop nay, dbi véi ly thuyét Gyréxcép nguoi ta dung ba
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g6c Krulop. Céc géc nay du dé xdc dinh chinh xéc vi tri vat ran quay quanh diém co

dinh véi toc do 16m.
Vi du 1. Hinh nén ¢ dinh O ¢6 dinh 1dn khéng truot trén mat phang. Chiéu cao
CO = 18 cm; géc & dinh ZAOB = 90°. Piém C 1a tim cua ddy chuyén dong déu va

quay veé vi tri ban dau cua né sau 1 giay.
Xéc dinh van toc diém B (diém mut cua duong kinh AB), gia toc géc cua nén va

gia toc cua diém A, B.

Bai gidi:
a. Xac dinh v, va £€: Vinoén lan khong truot trén mat phang (w), nén OA 1a truc quay

tire thoi ciia né. Vén tde gbc @ = @, hudng doc OA. Ta c6:
V. 2zxCl 1
1 CK

V, =@, 0B; @, =
CK

Thay s$b vao, ta dugc: V, = 3675\/5 cm/s

Hinh 5-8

Gia toc géc € = €, cua non co thé tinh nhu van toc diém dau mit vecto &= @,

. dd,
E, =
dt

Miit vecto @= @, (N) vach nén vong tron quanh OB véi van tdc géc @, do do

Vy =0, N0,; @ 1L @&, , nén:

a

Ve _
=—.0 =475~

— 3 o
= @,.®,sin90

D, ND,

E=¢€,
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Chiéu & = £, huéng thang géc v6i OA va OB nhu hinh vé.
b. Xdc dinh W4 va W.
Do A nam trén truc quay tic thoi, nén: W! =0. Ta cé:
Wa=Wi=EF ~OA, & LOA
nén: W, =| &, A OA|=¢, 04590 =1000 cm / 5’
Chiéu W 4 hudng song song vé1 OB.
Gia téc diém B tinh theo hé thicc: W5 =W + W5 =&, A OB+ @’.BO

O day: W7 =

g, /\5]_??‘ =1000 cm / 52, chiéu W huéng vudng géc véi OB nam

trong mat phing OAB. W," =|e,” BO| =1000 cm / 5* , chiéu W hudng tir B vé O,

Do Wi L Wi taco: [Wa| =Wy +(W;)? =100082 em/ s’

Vidu 2.
Né6n A 1an 120v/p trén nén B ¢ dinh (hinh 5-9). Chiéu cao nén OO, =10cm.

a. Xac dinh van toc géc theo @, cua nén quanh truc Oz, van toc géc twong doi @,

cua nén quanh truc OO, va van toc géc tuyét doi @, , gia toc goc tuyét doi €, cia non.

b. Xac dinh van tbc, gia toc cic diém C va D. Coi rang nén A lan khong trugt trén

nén B.
Az
3 \ N
i .
i S =
0 . —2 1
— (0) 60A .+Ql y _ _E_ ~X ___ZZ'P_A_
— | — YN
X ~—"90 | FE [l N
7 S—— B 1 C m
/
Hinh 5-9 Hinh 5-10
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Ps:

a. , = 47n s'l; o, = 6,297 s'l; w, = 87 s va hudng theo OC; €, = 27,687t2 s? va
hudng song song tryc Xx.

b. Vc=0; Vp =80m cm/s va hudng song song truc x.
We = 320m” cm/s” va hudng thang géc véi OC trong mit phing yOz:
Wpy = -4807° cm/s’; W, =—16037%cm / s>
Vi du 3. Tim vén téc va gia toc cdc diém C va B cua banh riang nén lin khong
trugt theo vanh tya ngoai ciing dang hinh nén nam ngang. Ban kinh d4y cua con lin
(bénh rang dong): R = 10\/§cm; géc & dinh 20 = 90% Vian toc diém A theo quy dao
cua né V, = 20 cm/s. (hinh 5-10).
Ps: Ve=0; Wc=40 cm/s’.
Vg = 40 cm/s; Wy = 40 cm/s”.
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